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Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé íà-
óêè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ýòî ñ áóðíûì ðàçâèòèåì êîìïüþòåð-
íîé òåõíèêè è íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Íå ñåêðåò, ÷òî â
ñðàâíåíèè ñ íåïðåðûâíîé äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå çíà÷èìûì çâåíîì â ïðèêëàäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
îáðàçîâàíèè. Ïîýòîìó èçó÷åíèå îñíîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿ-
åòñÿ îáÿçàòåëüíûì ïðè ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ âûñîêîãî óðîâíÿ.

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî âàæíûõ ðàç-
äåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû è
èõ ñâîéñòâà, êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà, à òàêæå íåêîòîðûå ìåòîäû
êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì ðàçëè÷íûì âîïðîñàì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé èëè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè òåðìàìè
(ôîðìóëàìè).

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåí ðÿä âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ òåîðèè
ãðàôîâ: ïëàíàðíîñòü, ñåòè, äåðåâüÿ è ò. ä.

Â îñíîâó êíèãè ïîëîæåí ìàòåðèàë êóðñîâ ëåêöèé, ÷èòàåìûõ àâ-
òîðîì â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Áóðÿòñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî ñïåöèàëüíîñòÿì ¾Ìàòåìàòèêà¿, ¾Ïðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå
è àäìèíèñòðèðîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì¿.

Ïðåäëîæåííûé â êîíöå êíèãè ñïèñîê ëèòåðàòóðû íåñîìíåííî ïî-
ìîæåò ÷èòàòåëþ â áîëåå ãëóáîêîì èçó÷åíèè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Àâòîð áëàãîäàðåí êîëëåêòèâó êàôåäðû àëãåáðû ÈÌÈ ÁÃÓ çà
ñîäåéñòâèå è ïîääåðæêó, îêàçàííûå ïðè ïîäãîòîâêå ýòîé êíèãè.
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1 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Êîìáèíàòîðèêà � ýòî ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, èçó÷àþ-
ùèé îáúåêòû, ïîðîæäàåìûå ýëåìåíòàìè èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A =
= {a1, . . . , an}, à òàêæå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ îáúåêòîâ.
Â ìàòåìàòèêå è íåðåäêî â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðèõîäèòñÿ
èìåòü äåëî ñ çàäà÷àìè êîìáèíàòîðíîãî õàðàêòåðà, òî åñòü â êîòî-
ðûõ íóæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé îáúåê-
òîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Ðàçíîîáðàçèå êîì-
áèíàòîðíûõ çàäà÷ î÷åíü âåëèêî, è äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ èç íèõ èìå-
åòñÿ ðàçâèòûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

1.1 Ðàçìåùåíèÿ, ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ

Ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé. Ðàçìåùåíèåì áåç ïîâòîðåíèé
ýëåìåíòîâ èç A = {a1, . . . , an} ïî k (èëè ðàçìåùåíèåì áåç ïîâòîðåíèé
èç n ýëåìåíòîâ ïî k) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç k
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.

Ï ð è ì å ð. A = {a1, a2, a3} è k = 2. Âñå ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòî-
ðåíèé èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: < a1, a2 >,
< a2, a1>, < a1, a3 >, < a3, a1 >, < a2, a3>, < a1, a2>.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k ÷åðåç Ak
n.

Ò å î ð å ì à 1. Ak
n = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1) ïðè 1 ≤ k ≤ n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïðè k = 1 èìååì A1

n = n. Äåéñòâèòåëüíî, ðàç-
ëè÷íûõ îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî n.

Øàã èíäóêöèè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Ak−1
n = n(n − 1) ·

· . . . · (n − k + 2). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçìåùåíèå èç n ïî
k−1, îáîçíà÷èì åãî < ai1 , ai2 , . . . , aik−1 > è ïîñòðîèì ñ åãî ïîìîùüþ
ðàçìåùåíèå èç n ïî k < ai1 , ai2 , . . . , aik−1 , aj >. Î÷åâèäíî, ÷òî j 6=
6= im, ãäå 1 ≤ m ≤ k − 1. Ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ïî k òàêèì
ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðîâíî n − k + 1. Âñå ðàçìåùåíèÿ èç n
ïî k ïîëó÷èì, ïåðåáèðàÿ âñå ðàçìåùåíèÿ èç n ïî k − 1, êîòîðûõ ïî
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ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååòñÿ n(n− 1) · . . . · (n− k + 2). Îòñþäà,
Ak

n = n(n− 1) · . . . · (n− k + 1). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ak

n =
n!

(n− k)!
.

Íàïîìíèì, ÷òî n! = 1 · 2 · . . . · n, à 0! = 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k > n ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k

íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî Ak
n = 0.

Êðîìå òîãî ïîëàãàåì, ÷òî A0
0 = A0

n = 1, òàê êàê 0-ýëåìåíòíûì
ïîäìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ÷èñåë Ak
n èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæ-

äåñòâà

Ak
n = n ·Ak−1

n−1 è Ak
n = Ak−1

n · (n− k + 1).

Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè
ýëåìåíòîâ èç A ïî k (èëè ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåí-
òîâ ïî k) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà A, ïðè÷åì â íàáîðå ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ï ð è ì å ð. A = {a1, a2, a3} è k = 2. Âñå ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòî-
ðåíèÿìè èç 3 ïî 2 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, a1), (a1, a2),
(a1, a3), (a2, a1), (a2, a2), (a2, a3), (a3, a1), (a3, a2), (a3, a3).

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k ÷åðåç Ãk
n.

Ò å î ð å ì à 2. Ãk
n = nk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, è îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ïåðåñòàíîâêè. Ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A (èëè ïå-
ðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ) íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
èç n ýëåìåíòîâ a1, . . . , an.

Ï ð è ì å ð. A = {a1, a2, a3}. Âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè èç
3 ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ: < a1, a2, a3 >, < a1, a3, a2>, < a2, a1, a3 >,
< a2, a3, a1 >, < a3, a1, a2 >, < a3, a2, a1 >.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ÷åðåç Pn. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìåùåíèé
áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k ïðè k = n, ò. å. Pn = An

n. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 3. Pn = n!
Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé. Ñî÷åòàíèåì áåç ïîâòîðåíèé ýëå-

ìåíòîâ èç A ïî k (èëè ñî÷åòàíèåì áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî
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k) íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç k ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà A.

Ï ð è ì å ð. A = {a1, a2, a3} è k = 2. Âñåâîçìîæíûìè ñî÷åòàíèÿìè
áåç ïîâòîðåíèé èç 3 ïî 2 ÿâëÿþòñÿ {a1, a2}, {a1, a3}, {a2, a3}.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k ÷åðåç Ck
n.

Ò å î ð å ì à 4. Ck
n =

n!
k!(n− k)!

ïðè 0 ≤ k ≤ n.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñî÷åòàíèè áåç ïîâòîðåíèé èç n

ýëåìåíòîâ ïî k â îòëè÷èå îò ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé èç n ïî k
ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîýòîìó èç îäíîãî
ñî÷åòàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ k! ðàçìåùåíèé. Îòñþäà èìååì Ck

n =
Ak

n

k!
=

=
n!

k!(n− k)!
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. C0
0 = C0

n = Cn
n = 1 è Ck

n = Cn−k
n .

Ïðè k > n ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íå
ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì Ck

n = 0.
Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè ýëå-

ìåíòîâ èç A ïî k (èëè ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî
k) íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A,
â êîòîðîì ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ï ð è ì å ð. A = {a1, a2, a3} è k = 2. Âñåâîçìîæíûìè ñî÷åòàíèÿìè
ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 3 ïî 2 ÿâëÿþòñÿ (a1, a1), (a1, a2), (a1, a3), (a2, a2),
(a2, a3), (a3, a3).

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k ÷åðåç C̃k
n.

Ò å î ð å ì à 5. C̃k
n = Ck

n+k−1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ã � ïðîèçâîëüíîå ñî÷åòàíèå

ñ ïîâòîðåíèÿìè ýëåìåíòîâ èç A ïî k. Ñî÷åòàíèþ ã ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå íàáîð σ(ã) äëèíû n + k − 1 èç n − 1 íóëåé è k åäèíèö
ñëåäóþùèì îáðàçîì: â íàáîðå σ(ã) ÷èñëî åäèíèö, íàõîäÿùèõñÿ ìåæ-
äó (i − 1)-ì è i-ì íóëÿìè, ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ai, âõîäÿùèõ â
ñî÷åòàíèå ã (i = 2, . . . , n−1), à ÷èñëî åäèíèö, ñòîÿùèõ ïåðåä ïåðâûì
íóëåì (ïîñëå ïîñëåäíåãî íóëÿ), ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ a1 (ýëåìåíòîâ
an), âõîäÿùèõ â ã.

Íàïðèìåð, ñî÷åòàíèþ (a1, a1) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñîîòâåò-
ñòâóåò íàáîð 1100, à (a2, a3) � 0101.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñî÷åòàíèÿìè ã è íàáîðàìè σ(ã) âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî. Íàáîðîâ äëèíû n+k−1 èç n−1 íóëåé è k åäèíèö èìååòñÿ
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ðîâíî Ck
n+k−1, ò. å. C̃k

n = Ck
n+k−1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.2 Êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû ÷èñëà Ck
n è ïîëó÷å-

íà îñíîâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà òàêèõ ÷èñåë. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
÷èñëà Ck

n, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
îáëàäàþò öåëûì ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ.

1. Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, Ck−1
n−1 + Ck

n−1 =

=
(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
+

(n− 1)!
k!(n− 1− k)!

=

=
(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)!
+

(n− 1)!
k(k − 1)!(n− 1− k)!

=

=
k(n− 1)! + (n− k)(n− 1)!
k(k − 1)!(n− k)(n− k − 1)!

=
(k + n− k)(n− 1)!

k!(n− k)!
=

=
n!

k!(n− k)!
= Ck

n.

2. (x + y)n =
n∑

k=0

Ck
nxkyn−k (ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. x + y = C0

1x0y1 + C1
1x1y0 =

1∑
k=0

Ck
1 xky1−k.

Øàã èíäóêöèè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

(x + y)n−1 =
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì (x + y)n = (x + y)(x + y)n−1 =

= (x + y)
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k =
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

k+1yn−1−k+
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+
n−1∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−k =
n−2∑

k=0

Ck
n−1x

k+1yn−1−k+

+
n−1∑

k=1

Ck
n−1x

kyn−k + C0
n−1x

0yn + Cn−1
n−1xny0 =

=
n−1∑

k=1

Ck−1
n−1x

kyn−k +
n−1∑

k=1

Ck
n−1x

kyn−k + C0
nx0yn + Cn

nxny0 =

=
n−1∑

k=1

(Ck−1
n−1 + Ck

n−1)x
kyn−k + C0

nx0yn + Cn
nxny0 =

= C0
nx0yn +

n−1∑

k=1

Ck
nxkyn−k + Cn

nxny0 =
n∑

k=0

Ck
nxkyn−k.

3.
n∑

k=0

Ck
n = 2n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ïðè
x = y = 1.

4.
n∑

k=0

(−1)kCk
n = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

5.
k∑

i=0

Ci
n · Ck−i

m = Ck
n+m (òîæäåñòâî Êîøè).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ck
n+m � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü

k ÷åëîâåê èç n ìóæ÷èí è m æåíùèí. Âûáîð ìîæíî îñóùåñòâëÿòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûáðàòü i ÷åëîâåê èç n ìóæ÷èí, à çà-
òåì îñòàëüíûå k− i ÷åëîâåê èç m æåíùèí. Îáùåå ÷èñëî æå ñïîñîáîâ
âûáðàòü k ÷åëîâåê ðàâíÿåòñÿ

k∑
i=0

Ci
n · Ck−i

m .

6.
n∑

k=1

kCk
n = n2n−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X = {1, . . . , n} ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: áåðåò-
ñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, è âûáèðàÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå
ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà, çàïèñûâàåì èõ â êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà,
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çàòåì äâóõýëåìåíòíûå è ò. ä. Èìååòñÿ Ck
n ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

ìîùíîñòè k, ïîýòîìó âñåãî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
n∑

k=1

kCk
n ÷èñåë.

Íàïðèìåð, ïðè n = 3 òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåò

1, 2, 3, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3.

Òåïåðü ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç êàæäîå ÷èñëî âõîäèò â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè
÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîäìíîæåñòâ
ìîùíîñòè k, ðîâíî Ck−1

n−1 ðàç, ò. å. äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòà
âåëè÷èíà ðàâíà

n∑
k=1

Ck−1
n−1 = 2n−1. Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî âñåãî ÷èñåë

n.
7.

n∑
k=1

k2Ck
n = n(n + 1)2n−2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ìîæíî ïðîâåñòè, îïèðàÿñü íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà, è îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Íà ñâîéñòâå 1 îñíîâûâàåòñÿ ýôôåêòèâ-
íûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ck

n

ïðè ìàëûõ n è k, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåóãîëüíîé
òàáëèöû, èçâåñòíîé êàê òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

. . . . . . . . .

Â ýòîì òðåóãîëüíèêå êàæäîå ÷èñëî (êðîìå åäèíèö íà áîêîâûõ
ñòîðîíàõ) åñòü ñóììà äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íàä íèì. ×èñëî Ck

n ðàñ-
ïîëîæåíî â (n + 1)-ì ðÿäó íà (k + 1)-é ïîçèöèè.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà. Ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà èìååò
ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.

Ò å î ð å ì à. (x1+. . .+xm)n =
∑

k1+...+km=n

n!
k1! · . . . · km!

xk1
1 ·. . .·xkm

m .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïðè m = 2 èìååì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà.
Øàã èíäóêöèè. Ðàçáèâ ñóììó íà äâå ÷àñòè x1 + . . . + xm−1 è xm,

âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà è ïðåäïîëîæåíèåì èí-
äóêöèè, ïîëó÷èì

(x1 + . . . + xm−1 + xm)n =
n∑

i=0

Ci
n(x1 + . . . + xm−1)ixn−i

m =

=
n∑

i=0

Ci
n(

∑

k′1+...+k′m−1=i

i!
k′1! · . . . · k′m−1!

x
k′1
1 · . . . · xk′m−1

m−1 )xn−i
m =

=
n∑

i=0

∑

k′1+...+k′m−1=i

n!
i!(n− i)!

· i!
k′1! · . . . · k′m−1!

x
k′1
1 · . . . · xk′m−1

m−1 xn−i
m =

=
∑

k′1+...+k′m−1=i

n∑

i=0

n!
(n− i)!k′1! · . . . · k′m−1!

x
k′1
1 · . . . · xk′m−1

m−1 xn−i
m =

=
∑

k1+...+km=n

n!
k1! · . . . · km!

xk1
1 · . . . · xkm

m .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.3 Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ
è èñêëþ÷åíèÿ.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ïóñòü äàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë {ai} è ôóíêöèé {ϕi(x)} (i = 0, 1, 2 . . .).
Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
i=0

aiϕi(x). Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ äàí-

íûé ðÿä áóäåò çàäàâàòü ôóíêöèþ F (x) =
∞∑

i=0

aiϕi(x). Ýòà ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÷èñåë {ai} îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
{ϕi(x)}. Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ϕi(x) = xi èëè ϕi(x) =

xi

i!
.
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Ï ð è ì å ð. Èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà ïðè y = 1 ñëåäóåò,
÷òî (1 + x)n =

n∑
k=0

Ck
nxk. Ôóíêöèÿ (1 + x)n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèåé äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà Êîøè. Äëÿ
ýòîãî âîçüìåì ðàâåíñòâî (1 + x)n+m = (1 + x)n(1 + x)m. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà, èìååì

n+m∑

k=0

Ck
n+mxk =

n∑

k=0

Ck
nxk ·

m∑

k=0

Ck
mxk =

n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

Ci
nCk−i

m )xk.

Òàêèì îáðàçîì, Ck
n+m =

k∑
i=0

Ci
nCk−i

m .
Ïðèìåíèì àïïàðàò ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

åùå îäíîãî êîìáèíàòîðíîãî òîæäåñòâà.
Ò å î ð å ì à 1. Cn

2n =
n∑

k=0

(Ck
n)2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì (1+x)2n = (1+x)n(1+x)n. Ýòî òîæ-
äåñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

2n∑
k=0

Ck
2nxk = (

n∑
k=0

Ck
nxk)(

n∑
k=0

Ck
nxk).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xn, ïîëó÷èì

Cn
2n =

n∑

k=0

Ck
nCn−k

n =
n∑

k=0

(Ck
n)2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàçíîîáðàçèå ïðèåìîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäå ïðîèçâîäÿùèõ ôó-

íêöèé, íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî äåòàëüíîå åãî èçëîæåíèå âûõîäèò çà
ðàìêè äàííîãî êóðñà. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ
ôóíêöèé ïîäîéäåò, íàïðèìåð, êíèãà [3].

Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü A1, . . . , An � ñè-
ñòåìà ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 2. |A1 ∪ . . . ∪ An| =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj | +
+

∑
1≤i<j<k≤n

|Ai ∩Aj ∩Ak|+ . . .+
∑

1≤i1<i2...<ik≤n

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . .∩Aik
|+

+ . . . + (−1)n−1|A1 ∩ . . . ∩An|.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïðè n = 2 òåîðåìà âåðíà, òàê êàê î÷åâèäíî

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.
Øàã èíäóêöèè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè |A1 ∪ . . . ∪An−1| =

=
n−1∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj |+ . . .+(−1)n−2|A1 ∩ . . .∩An−1|. Çàìå-
òèì, ÷òî (A1 ∪ . . .∪An−1)∩An = (A1 ∩An)∪ . . .∪ (An−1 ∩An). Äàëåå
â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ |(A1∩An)∪ . . .∪ (An−1∩An)| =

=
n−1∑

i=1

|Ai ∩An| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj ∩An|+ . . . +

+(−1)n−2|A1 ∩ . . . ∩An−1 ∩An|.
Îêîí÷àòåëüíî, |A1 ∪ . . . ∪An| = |(A1 ∪ . . . ∪An−1) ∪An| =

= |A1 ∪ . . . ∪An−1|+ |An| − |(A1 ∪ . . . ∪An−1) ∩An| =

= (
n−1∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj |+ . . . + (−1)n−2|A1 ∩ . . . ∩An−1|)+

+|An| − (
n−1∑

i=1

|Ai ∩An| −
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj ∩An|+ . . . +

+(−1)n−2|A1 ∩ . . . ∩An−1 ∩An|) = (
n−1∑

i=1

|Ai|+ |An|)−

−(
∑

1≤i<j≤n−1

|Ai ∩Aj |+
n−1∑

i=1

|Ai ∩An|) + . . .− |(−1)n−2|A1 ∩ . . .∩

∩An−1∩An| =
n∑

i=1

|Ai|−
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj |+ . . .+(−1)n−1|A1∩ . . .∩An|.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. |A\ (A1∪ . . .∪An)| = |A|−

n∑
i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩
∩Aj | − . . . + (−1)n|A1 ∩ . . . ∩An|.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç |A \ (A1 ∪ . . . ∪An)| =
= |A| − |A1 ∪ . . . ∪An|.

Ï ð è ì å ð. Ñêîëüêî âñåãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 100,
êîòîðûå íå äåëÿòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 3 è 5.

×èñåë, ìåíüøèõ 100, èìååòñÿ 99. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî [99 : 3] =
= 33 ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 3, [99 : 5] = 19 äåëÿòñÿ íà 5 è [99 : 15] = 6
äåëÿòñÿ îäíîâðåìåííî íà 3 è 5. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íàøåìó óñëîâèþ, ðàâíî 99 � (33 + 19) + 6 = 53.
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2 Ââåäåíèå â òåîðèþ áóëåâûõ ôóíêöèé

Áóëåâû ôóíêöèè ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå â ÷åñòü àíãëèéñêîãî
ìàòåìàòèêà Äæîðäæà Áóëÿ. Äîëãîå âðåìÿ îíè áûëè âîñòðåáîâàíû
ëèøü â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè, îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåñî-
ìíåííî áóëåâû ôóíêöèè � îñíîâíîé àïïàðàò äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåò-
íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé èíôîðìàöèè. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñîâðåìåí-
íûõ êîìïüþòåðîâ ïîääàåòñÿ îïèñàíèþ ñðåäñòâàìè òåîðèè áóëåâûõ
ôóíêöèé. Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, òåîðèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, òåîðèÿ
èãð, ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ � îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ áóëåâûõ ôóíê-
öèé.

2.1 Îïðåäåëåíèå è ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé

Ïóñòü E = {0, 1} è σi ∈ E, ãäå i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà âûðàæåíèå
(σ1, . . . , σn) áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì íàáîðîì, à σi � i-îé êîìïî-
íåíòîé äâîè÷íîãî íàáîðà. Îáîçíà÷èì ýòîò äâîè÷íûé íàáîð ÷åðåç σ̃.
Äàëåå ïîä íàáîðîì áóäåì ïîíèìàòü äâîè÷íûé íàáîð.

Äëèíîé íàáîðà σ̃ = (σ1, . . . , σn) íàçûâàþò ÷èñëî n è îáîçíà÷àþò
÷åðåç |σ̃|. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ äëèíû n åñòü En.
Íàáîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî íóëè, íàçûâàþò íóëåâûì è îáîçíà-
÷àþò ÷åðåç 0̃, à íàáîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî åäèíèöû, íàçûâàþò
åäèíè÷íûì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç 1̃.

Ë å ì ì à 1. ×èñëî âñåõ íàáîðîâ äëèíû n ðàâíî 2n.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ñóùåñòâóåò âñåãî äâà íàáîðà (0) è

(1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëèðîâêå ëåììû.
Øàã èíäóêöèè. Ðàçîáüåì En íà äâà ìíîæåñòâà A0 è A1 ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: A0 = {σ̃| σ̃ ∈ En è σn = 0} è A1 = {σ̃| σ̃ ∈ En è
σn = 1}. Ìåæäó A0 è En−1 óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ϕ : (σ1, . . . , σn−1, 0) → (σ1, . . . , σn−1). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ
A1 è En−1. Òàêèì îáðàçîì, |A0| = |A1| = |En−1|. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè |En−1| = 2n−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |En| = 2 · 2n−1 = 2n.
Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Ââåäåì íà En ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîðû
σ̃1, . . . , σ̃m (m = 2n) óïîðÿäî÷åíû ïî íàòóðàëüíîìó ïîðÿäêó, åñëè
äëÿ âñåõ s ∈ {1, . . . , m} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå s = 1 +

n∑
i=1

2n−i · σs,i,
ãäå σ̃s = (σs,1, . . . , σs,n).

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû σ̃1, . . . , σ̃m (m = 2n), óïîðÿäî÷åííûå ïî íà-
òóðàëüíîìó ïîðÿäêó, ïðåäñòàâëÿþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà 0, . . . , 2n−1,
çàïèñàííûå â äâîè÷íîì èñ÷èñëåíèè.

Ôóíêöèÿ f : En → E íàçûâàåòñÿ áóëåâîé èëè ôóíêöèåé àëãåáðû
ëîãèêè. Ïðè ýòîì n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ áóëåâîé ôóíêöèè f
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dimf . Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç F , ðàçìåðíîñòè n � ÷åðåç Fn. Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè
âñåé ãëàâû áóëåâó ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôóíêöèåé.

Ï ð è ì å ð û.
1. Ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè íóëü � ýòî êîíñòàíòû 0 è 1, íàçûâàåìûå

ñîîòâåòñòâåííî íóëåâîé è åäèíè÷íîé ôóíêöèÿìè.
2. Ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè îäèí âñåãî ÷åòûðå:
f1(0) = 0, f2(0) = 1, f3(0) = 0, f4(0) = 1,
f1(1) = 0, f2(1) = 1, f3(1) = 1, f4(1) = 0.
Ôóíêöèþ f3(x) íàçûâàþò òîæäåñòâåííîé, à f4(x) � îòðèöàíè-

åì, è ïèøóò ñîîòâåòñòâåííî f3(x) = x, f4(x) = x̄. Òîæäåñòâåííóþ
ôóíêöèþ áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç e.

Ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé, â êîòî-
ðîé ïåðå÷èñëåíû âñåâîçìîæíûå íàáîðû äëèíû n ïî íàòóðàëüíîìó
ïîðÿäêó è äëÿ êàæäîãî íàáîðà óêàçàíî çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ýòîì
íàáîðå (òàáë. 1).

Òàáëèöà 1.
x1 x2 . . . xn f(x1, x2, . . . , xn)

0 0 . . . 0 f(0, 0, . . . , 0)
0 0 . . . 1 f(0, 0, . . . , 1)

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 0 f(1, 1, . . . , 0)
1 1 . . . 1 f(1, 1, . . . , 1)

Îñòàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè îò ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåí-
íîé xi íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì
ðàçìåðíîñòü f , îáîçíà÷àåìûå è îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fσi
xi

(τ1, . . . , τn−1) = f(τ1, . . . , τi−1, τi+1, . . . , τn−1)
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äëÿ ëþáîãî íàáîðà (τ1, . . . , τn−1) ∈ En−1.
Èíäóêòèâíî ïîíÿòèå îñòàòî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ xi1 , . . . , xis
ïî íàáîðó σi1 , . . . , σis

(s ≤ n):
f

σi1 ,...,σis
xi1 ,...,xis

= (f
σi1 ,...,σis−1
xi1 ,...,xis−1

)σis
xis

, ãäå s íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì îñòàòî÷íîé
ôóíêöèè.

Ïåðåìåííàÿ xi ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé,
åñëè ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn äëÿ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn òàêèå, ÷òî f(σ1, . . . , σi−1, 0, σi+1, . . . , σn) 6=
6= f(σ1, . . . , σi−1, 1, σi+1, . . . , σn). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ
ôèêòèâíîé.

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ ôèê-
òèâíîé. Âîçüìåì òàáëèöó, çàäàþùóþ f(x1, . . . , xn), âû÷åðêíåì èç íåå
âñå ñòðîêè, ãäå â äâîè÷íûõ íàáîðàõ íà i-îé ïîçèöèè âñòðå÷àåòñÿ 1,
à òàêæå ñòîëáåö, îòâå÷àþùèé çà xi. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà îïðåäå-
ëÿåò íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn). Ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn) ïóòåì óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi, à ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ïîëó÷àåòñÿ èç g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ïóòåì ââåäå-
íèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi.

Ôóíêöèè f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè f1 ìîæíî ïîëó÷èòü
èç f2 ïóòåì ââåäåíèÿ è (èëè) óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Äàëåå ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé. Âåêòîð σ̃
ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ f(x̃), åñëè |σ̃| = 2|x̃| è σi = f(α̃i), ãäå α̃i

ÿâëÿåòñÿ i-ì íàáîðîì ïðè íàòóðàëüíîì óïîðÿäî÷åíèè íàáîðîâ. Çà-
ïèñûâàåì òàê: f(x̃) = σ̃.

Äëÿ ôóíêöèè f(x̃) íóëåâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî H0(f) = {σ̃|σ̃ ∈ En è f σ̃

x̃ = 0}, à åäèíè÷íûì
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì � H1(f) = {σ̃|σ̃ ∈ En è f σ̃

x̃ = 1}.
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü f = (10000010). Òîãäà H1(f) = {(000), (110)} è

H0(f) = {(001), (010), (011), (100), (101), (111)}.
Ââåäåì íàçâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ôóíê-

öèé ðàçìåðíîñòè 2.
f1 = (0001) - êîíúþíêöèÿ, f1(x, y) = x · y;
f2 = (0111) - äèçúþíêöèÿ, f2(x, y) = x ∨ y;
f3 = (0110) - ñëîæåíèå ïî mod 2, f3(x, y) = x⊕ y;
f4 = (1101) - èìïëèêàöèÿ, f4(x, y) = x → y;
f5 = (1001) - ýêâèâàëåíòíîñòü, f5(x, y) = x ↔ y;
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f6 = (1110) - øòðèõ Øåôôåðà, f6(x, y) = x|y;
f7 = (1000) - ñòðåëêà Ïèðñà, f7(x, y) = x ↓ y.

Ë å ì ì à 2. ×èñëî ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè n ðàâíî 22n .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

áóëåâûõ ôóíêöèé è ëåììû 1.

2.2 Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé òåðìàìè

Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé òåðìàìè (ôîðìóëàìè) ÿâëÿåòñÿ íàèáî-
ëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûì â òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü B ⊆ F è X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìûõ
ïåðåìåííûìè. Èíäóêöèåé îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä B îò ìíî-
æåñòâà ïåðåìåííûõ X:

1) ïåðåìåííàÿ x ∈ X åñòü òåðì;
2) åñëè f ∈ B, dimf = m è Φ1, . . . , Φm � òåðìû, òî f(Φ1, . . . , Φm)

åñòü òåðì.
Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ðàâåíñòâà òåðìîâ Φ è Ψ èñïîëüçóåì îáîçíà÷å-

íèå Φ ≡ Ψ.
Ñ îïðåäåëåíèåì òåðìà ñâÿçàíî íåñêîëüêî ñîïóòñòâóþùèõ ïîíÿ-

òèé: ïîäòåðì òåðìà Φ, ãëóáèíà d(Φ), ìíîæåñòâî χ(Φ) ïåðåìåííûõ
òåðìà Φ.

1) åñëè Φ ≡ x, òî åäèíñòâåííûì ïîäòåðìîì òåðìà Φ ÿâëÿåòñÿ x;
d(Φ) = 0; χ(Φ) = {x};

2) åñëè Φ ≡ f(Φ1, . . . , Φm), òî ïîäòåðìàìè Φ ÿâëÿþòñÿ ñàì òåðì Φ
è âñå ïîäòåðìû òåðìîâ Φ1, . . . , Φm; d(f(Φ1, . . . , Φm)) = 1+ max

1≤i≤m
d(Φi);

χ(Φ) = χ(Φ1) ∪ . . . ∪ χ(Φm);
Åñëè x̃ = χ(Φ), òî áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü Φ(x̃).
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì, à ôóíêöèè èç

B áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî òåðì ÿâëÿåòñÿ òåð-
ìîì íàä áàçèñíûì ìíîæåñòâîì B.

Çàïèñü Φ[f1, . . . , fk] èñïîëüçóåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàêèå
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû âõîäÿò â ïîñòðîåíèå òåðìà Φ. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â Φ åñòü ïîäòåðìû âèäà fi(Φi1 , . . . , Φis), i ∈ {1, . . . , k} è
fi 6= fj äëÿ i 6= j, à âñå îñòàëüíûå ïîäòåðìû ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè.

Åñëè Φ ≡ f(Φ1, . . . , Φm), òî f � âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ òåðìà Φ.
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Îïðåäåëèì çíà÷åíèå òåðìà Φ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåí-
íûõ x̃, ãäå χ(Φ) ⊆ x̃:

1) åñëè Φ � ïåðåìåííàÿ, òî çíà÷åíèå Φ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì
ýòîé ïåðåìåííîé;

2) åñëè Φ ≡ f(Φ1, . . . , Φm) è çíà÷åíèÿ òåðìîâ Φ1, . . . , Φm åñòü
σ1, . . . , σm ñîîòâåòñòâåííî, òî çíà÷åíèå òåðìà Φ åñòü f(σ1, . . . , σm).

Ôóíêöèÿ g ïðåäñòàâèìà òåðìîì Φ(x1, . . . , xn), åñëè dimg = n è
äëÿ ëþáîãî íàáîðà α1, . . . , αn, çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, çíà-
÷åíèå òåðìà Φ(x1, . . . , xn) ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò
ñ g(α1, . . . , αn).

Åñëè g ïðåäñòàâèìà òåðìîì Φ[f1, . . . , fn], òî ãîâîðÿò, ÷òî g åñòü
ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fn.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü äàíû ôóíêöèè f1 = (0001), f2 = (0111) è òåðì
Φ(x1, x2, x3) ≡ f1(x1, f2(x2, x3)). Òîãäà f = (00000111) � ôóíêöèÿ,
ïðåäñòàâèìàÿ òåðìîì Φ.

Ïóñòü Φ, Ψ � òåðìû è x̃ = χ(Φ)∪χ(Ψ). Åñëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííûõ x̃ çíà÷åíèÿ òåðìîâ Φ è Ψ ñîâïàäàþò, òî òàêèå òåðìû
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè è îáîçíà÷àþòñÿ Φ = Ψ. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ òåðìîâ ïðåäñòàâèìûå èìè ôóíêöèè ðàâíû.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ΦΨ
Φ1

äëÿ òåðìà, ïîëó÷àåìîãî èç Φ çàìåíîé
ïîäòåðìà Φ1 íà òåðì Ψ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè Φ1 íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäòåðìîì Φ, òî ΦΨ

Φ1
≡ Φ.

Ë å ì ì à 1. (î çàìåíå) Ïóñòü Φ, Ψ � òåðìû è Υ ïîäòåðì Φ. Òîãäà
åñëè Υ = Ψ, òî Φ = ΦΨ

Υ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå òåðìà

Φ.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü d(Φ) = 0. Òîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé,

è ó íåãî åäèíñòâåííûé ïîäòåðì � ñàìà ïåðåìåííàÿ, òî åñòü Φ ≡ Υ.
Ïîýòîìó Φ = ΦΨ

Υ.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü Φ ≡ f(Φ1, . . . , Φm)(x̃). Òîãäà Υ � ýòî ëèáî

ñàì Φ, ëèáî ïîäòåðì íåêîòîðîãî Φi. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó áàçèñà èíäóêöèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå, òàê
êàê d(Φi) < d(Φ), òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Φi = Ψi, ãäå Ψi ≡
≡ (Φi)ΨΥ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ̃ ïîëó÷àåì, ÷òî

f((Φ1)σ̃
x̃ , . . . , (Φi)σ̃

x̃ , . . . , (Φm)σ̃
x̃) = f((Φ1)σ̃

x̃ , . . . , (Ψi)σ̃
x̃ , . . . , (Φm)σ̃

x̃),
ïîýòîìó f(Φ1, . . . , Φi, . . . , Φm) = f(Φ1, . . . , Φi−1,Ψi, Φi+1, . . . , Φm). Îò-
ñþäà Φ = ΦΨi

Φi
≡ ΦΨi

(Φi)ΨΥ
≡ ΦΨ

Υ. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
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Ë å ì ì à 2. (î ïîäñòàíîâêå) Ïóñòü Φ(x̃), Ψ(ỹ), Υ � òåðìû. Åñëè
Φ = Ψ, òî ΦΥ

x = ΨΥ
x .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå òåðìà
Υ.

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü d(Υ) = 0. Òîãäà Υ ≡ z è ΦΥ
x = ΨΥ

x , òàê
êàê òîëüêî èçìåíèëîñü èìÿ ïåðåìåííîé.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü Υ(z̃) ≡ f(Φ1, . . . , Φm). Î÷åâèäíî, èìååò
ìåñòî ΦΥ

x ≡ (Φf(u1,...,um)
x )Φ1,...,Φm

u1,...,um
è ΨΥ

x ≡ (Ψf(u1,...,um)
x )Φ1,...,Φm

u1,...,um
.

Òàê êàê d(f(u1, . . . , um)) < d(f(Φ1, . . . , Φm)), òî ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè Φf(u1,...,um)

x = Ψf(u1,...,um)
x . Çàòåì â ñèëó òîãî, ÷òî

d(Φi) < d(f(Φ1, . . . , Φm)), ïðèìåíèâ m ðàç ïðåäïîëîæåíèå èíäóê-
öèè, ïîëó÷èì (Φf(u1,...,um)

x )Φ1,...,Φm
u1,...,um

= (Ψf(u1,...,um)
x )Φ1,...,Φm

u1,...,um
, òî åñòü

ΦΥ
x = ΨΥ

x . Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è g(x1, . . . , xn) íàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííû-

ìè, åñëè f(x1, . . . , xn) = ḡ(x̄1, . . . , x̄n). Äëÿ äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ g = f∗ è f = g∗. Î÷åâèäíî, ÷òî (f∗)∗ = f .

Îïðåäåëèì òåðì Φ∗ äâîéñòâåííûé ê òåðìó Φ:
1) åñëè Φ ≡ x, òî Φ∗ ≡ x;
2) åñëè Φ ≡ f(Φ1, . . . , Φm), òî Φ∗ ≡ f∗(Φ∗1, . . . , Φ

∗
m).

Î÷åâèäíî, åñëè Φ[f1, . . . , fk], òî Φ∗ ≡ Φ[f∗1 , . . . , f∗k ].
Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü f ïðåäñòàâèìà òåðìîì Φ, òîãäà f∗ ïðåäñòà-

âèìà òåðìîì Φ∗.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ãëóáèíå òåðìà

Φ.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü d(Φ) = 0. Òîãäà Φ ≡ x è f = x. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî f∗ = ¯̄x = x ïðåäñòàâèìà òåðìîì Φ∗ ≡ Φ.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü Φ ≡ g(Φ1, . . . , Φm). Â ñèëó òîãî, ÷òî d(Φi) <

< d(Φ), èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ òåðìîâ Φ1, . . . , Φm,
ïîëó÷èì f∗ = ḡ(Φ1, . . . , Φm)(x̄1, . . . , x̄k) = ḡ( ¯̄Φ1, . . . ,

¯̄Φm)(x̄1, . . . , x̄k) =
= ḡ(Φ̄1(x̄1, . . . , x̄k), . . . , Φ̄m(x̄1, . . . , x̄k)) = ḡ(ḡ∗1 , . . . , ḡ∗m) =
= g∗(g∗1 , . . . , g∗m) = g∗(Φ∗1, . . . , Φ

∗
m) = Φ∗, ãäå gi ïðåäñòàâèìà òåðìîì

Φi, i = 1, . . . , m. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè) Ïóñòü Φ è Ψ � òåðìû.

Òîãäà åñëè Φ = Ψ, òî Φ∗ = Ψ∗.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç Φ = Ψ ñëåäóåò, ÷òî f = g, ãäå f

è g ïðåäñòàâèìû Φ è Ψ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f∗ = g∗.
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Ïî òåîðåìå 1 f∗ è g∗ ïðåäñòàâèìû Φ∗ è Ψ∗, ò. å. Φ∗ = Ψ∗. Ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.

Ïàðàìè äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ

0 1
e e
− −
· ∨
⊕ ↔
| ↓

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè òåðìîâ (óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ñêîáîê) äîãî-
âîðèìñÿ î ïðèîðèòåòå ôóíêöèé. Èòàê, óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ïîðÿ-
äîê: −, ·, ∨, ⊕ è âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè. Ñèìâîë ¾·¿ áóäåì ÷àñòî
îïóñêàòü.

Ò å î ð å ì à 2. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
1) x · y = y · x; x ∨ y = y ∨ x; x⊕ y = y ⊕ x;
2) x ·(y ·z) = (x ·y) ·z; x∨(y∨z) = (x∨y)∨z; x⊕(y⊕z) = (x⊕y)⊕z;
3) 1 · x = x; 0 · x = x; 1 ∨ x = 1; 0 ∨ x = x; 1⊕ x = x̄;
4) x · x = x; x ∨ x = x; x⊕ x = 0;
5) ¯̄x = x;
6) x · y = x̄ ∨ ȳ; x ∨ y = x̄ · ȳ; x⊕ y = x̄⊕ y = x⊕ y ⊕ 1;
7) x·(y∨z) = x·y∨x·z; x∨(y·z) = (x∨y)·(x∨z); x·(y⊕z) = x·y⊕x·z;

x ∨ (y ⊕ z) = x ∨ y ⊕ x ∨ z ⊕ x; x ∨ (y ⊕ z ⊕ u) = x ∨ y ⊕ x ∨ z ⊕ x ∨ u;
8) x⊕ y = x̄ · y ∨ x · ȳ; x ↔ y = x · y ∨ x̄ · ȳ = x̄⊕ y; x → y = x̄ ∨ y;

x ∨ y = x · y ⊕ x⊕ y;
9) x · x̄ = 0; x ∨ x̄ = 1; x⊕ x̄ = 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

òåðìû â îáåèõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâ ýêâèâàëåíòíû.
Â ñî÷åòàíèè ëåìì î çàìåíå è ïîäñòàíîâêå, à òàêæå ïîëó÷åííûõ

òîæäåñòâ, ìîæíî äîêàçûâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü òåðìîâ íàä áàçèñíûì
ìíîæåñòâîì F 2, íå ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ï ð è ì å ð.
1) x1 ∨ x1x2 = x1 · 1 ∨ x1x2 = x1(1 ∨ x2) = x1 · 1 = x1;
2) x1x2 ∨ x̄1x2 = (x1 ∨ x̄1)x2 = 1 · x2 = x2.
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2.3 Ðàçëîæåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì.
Ñîâåðøåííûå íîðìàëüíûå ôîðìû. Ïîëèíîì
Æåãàëêèíà

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
n∨

i=1
xi = x1 ∨ . . . ∨ xn,

n

&
i=1

xi = x1 · . . . · xn,
n∑

i=1

xi = x1 ⊕ . . .⊕ xn,

xσ =
{

x, åñëè σ = 1;
x̄, åñëè σ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî xσ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = σ.
Ò å î ð å ì à 1. Ëþáóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ïðè ëþáîì m

(1 ≤ m ≤ n) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå
f(x1, . . . , xn) = ∨

(σ1,...,σm)
xσ1

1 · . . . · xσm
m · f(σ1, . . . , σm, xm+1, . . . , xn),

ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì çíà÷åíèé ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (α1, . . . , αn)
è ïîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ïðèíèìàþò íà íåì îäíî è òî
æå çíà÷åíèå.
f(α1, . . . , αn) = ∨

(σ1,...,σm)
ασ1

1 · . . . · ασm
m · f(σ1, . . . , σm, αm+1, . . . , αn) =

= αα1
1 · . . . · ααm

m · f(α1, . . . , αm, αm+1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn).
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé èç òåîðåìû ïîëó÷àåì äâà ñïåöèàëüíûõ ñëó-
÷àÿ ðàçëîæåíèÿ.

1) Ðàçëîæåíèå ïî ïåðåìåííîé (Øåííîíà):

f(x1, . . . , xn) = xif
1
xi
∨ x̄if

0
xi

.

2) Ðàçëîæåíèå ïî âñåì ïåðåìåííûì:

f(x1, . . . , xn) = ∨
(σ1,...,σn)

xσ1
1 · . . . · xσn

n · f(σ1, . . . , σn).

Åñëè f(x1, . . . , xn) 6= 0, òî f(x1, . . . , xn) = ∨
(σ1,...,σn)

f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n .

Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé (ÑÄÍÔ). Çäåñü òåðì âèäà x

σi1
1 · . . . · x

σin
n íàçûâàåòñÿ

ïîëíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé.
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Ï ð è ì å ð. Ïóñòü f(x1, x2) = (1001). Òîãäà ÑÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè
f èìååò ñëåäóþùèé âèä: f(x1, x2) = x̄1x̄2 ∨ x1x̄2 ∨ x1x2.

Ò å î ð å ì à 2. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òåðìîì
íàä B = {−, ·,∨}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f(x1, . . . , xn) = 0, òî f(x1, . . . , xn) =
= x1 · x̄1. Èíà÷å f ïðåäñòàâèìà â âèäå ÑÄÍÔ. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 3. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ
ÑÄÍÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîëíûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíú-
þíêöèé).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì åäèíè÷íûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì.

Çàïèøåì ÑÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè f̄(x1, . . . , xn) è ðàññìîòðèì åå îò-
ðèöàíèå.

f(x1, . . . , xn) = ∨
(σ1,...,σn)

f̄(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n ,

f(x1, . . . , xn) = ∨
(σ1,...,σn)

f̄(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n = &
(σ1,...,σn)

f̄(σ1,...,σn)=1

(xσ̄1
1 ∨ . . . ∨ xσ̄n

n )

ñîãëàñíî çàêîíó äå Ìîðãàíà. Îòñþäà â ñèëó f = f èìååì

f(x1, . . . , xn) = &
(σ1,...,σn)

f(σ1,...,σn)=0

(xσ̄1
1 ∨ . . . ∨ xσ̄n

n ).

Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé (ÑÊÍÔ). Çäåñü òåðì âèäà x

σi1
1 ∨ . . . ∨ x

σin
n íàçûâàåòñÿ

ïîëíîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü f(x1, x2) = (0001). Òîãäà ÑÊÍÔ äëÿ ôóíêöèè

f èìååò ñëåäóþùèé âèä: f(x1, x2) = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x̄2)(x̄1 ∨ x2).
Ò å î ð å ì à 4. Ëþáàÿ íååäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ

ÑÊÍÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîëíûõ ýëåìåíòàðíûõ äèçú-
þíêöèé).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íóëåâûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíî-
æåñòâîì.
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Ðàññìîòðèì ÑÄÍÔôóíêöèè f(x1, . . . , xn) 6= 0. Íà êàæäîì íàáîðå
(α1, . . . , αn) â 1 îáðàùàåòñÿ íå áîëåå îäíîé èç ïîëíûõ ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé, âõîäÿùèõ â ÑÄÍÔ. Ïîýòîìó âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ ∨ ìî-
æåò áûòü çàìåíåíà íà ⊕. Òîãäà

f(x1, . . . , xn) =
∑

(σ1,...,σn)
f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n .

Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ïîëèíîìèàëüíîé êîíúþíê-
òèâíî-íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÏÊÍÔ).

Ò å î ð å ì à 5. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ
ÑÏÊÍÔ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîëíûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíú-
þíêöèé).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.
Ïîñêîëüêó x⊕ σ̄ = xσ, òî

f(x1, . . . , xn) =
∑

(σ1,...,σn)
f(σ1,...,σn)=1

(x1 ⊕ σ̄1) · . . . · (xn ⊕ σ̄n).

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû ïî ïðàâèëó Φ ⊕ Φ = 0,
ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìà ïî mod 2:

f(x1, . . . , xn) =
∑

i1,...,is

ci1,...,isxi1 · . . . · xis ,

ãäå ci1,...,is ∈ E, 0 ≤ s ≤ n è ij ∈ {1, . . . , n}. Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâà-
åòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

Ò å î ð å ì à 6. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëèíîìà
Æåãàëêèíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè î÷åâèäíî (äëÿ ôóíêöèè, ðàâíîé 0, â êà÷åñòâå ïîëèíîìà
áåðåòñÿ 0).

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. ×èñ-
ëî ðàçëè÷íûõ êîíúþíêöèé xi1 · . . . · xis ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n} è ðàâíî

n∑
s=0

Cs
n = 2n. Ïåðåä êàæäîé êîíú-

þíêöèåé ñòîèò êîýôôèöèåíò 0 èëè 1, ïîýòîìó ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ
22n . Âñåãî æå ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ òàêæå 22n , òî åñòü ëþáîé

24



ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ïîëèíîì, èíà÷å åñëè íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà äâóìÿ ïîëèíîìàìè, òî äëÿ êàêîé-òî
ôóíêöèè ïîëèíîìà ïðîñòî íå õâàòèò, ÷òî íåâîçìîæíî. Òåîðåìà 6 äî-
êàçàíà.

2.4 Íåêîòîðûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôó-
íêöèé

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ òåðìàìè íàä T . Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà T
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [T ].

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé T íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè T = [T ].
Ë å ì ì à 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà T âûïîëíÿåòñÿ:
1) T ⊆ [T ];
2) [T ] = [[T ]];
3) åñëè T ⊆ R, òî [T ] ⊆ [R].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ

çàìêíóòîñòè.
Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ áàçèñîì äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ôó-

íêöèé T , åñëè [B] = T . Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî B ïîëíî â
ìíîæåñòâå T . Ïðè T = F ãîâîðÿò, ÷òî B � ïîëíîå ìíîæåñòâî.

Ò å î ð å ì à 1. (î ñâîäèìîñòè áàçèñîâ) Ïóñòü R � áàçèñ äëÿ
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà T . Åñëè R ⊆ [B] è B ⊆ T , òî B � áàçèñ äëÿ
T .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê R � áàçèñ äëÿ T , òî [R] = T . Ïî
ëåììå 1 èç R ⊆ [B] ñëåäóåò, ÷òî [R] ⊆ [B], òî åñòü T ⊆ [B]. Òàêæå â
ñèëó òîãî, ÷òî B ⊆ T èìååì [B] ⊆ [T ] = T . Òàêèì îáðàçîì, T = [B].
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü B1 = {f1, . . . , fn}, B2 = {g1, . . . , gk}. Åñëè
äëÿ ëþáîãî i ôóíêöèÿ fi ïðåäñòàâèìà òåðìîì íàä B2, è B1 � ïîëíîå
ìíîæåñòâî, òî B2 òàêæå ïîëíî.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ïîëíîòå ìíîæåñòâ ìîæíî ðåøàòü ñ ïî-
ìîùüþ óæå èçâåñòíûõ ïîëíûõ ìíîæåñòâ.

Ï ð è ì å ð û.
1) B0 = {−, ·,∨} ïîëíî ïî òåîðåìå 2 èç ï. 2.3;
2) B1 = {−, ·,⊕} è B2 = {·,⊕, 1} ïîëíû â ñèëó òåîðåì 5 è 6 èç ï.

2.3;
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3) B3 = {−, ·}, B4 = {−,∨}, B5 = {|}, B6 = {↓}, B7 = {→, 0}
ïîëíû â ñèëó òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé: x∨y = x̄ · ȳ,
x̄ = x|x, x · y = (x|y)|(x|y), x̄ = x ↓ y, x ∨ y = (x ↓ y) ↓ (x ↓ y),
x̄ = x → 0, x ∨ y = (x → 0) → y.

Ôóíêöèÿ f(x̃) íàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùåé íóëü, åñëè f 0̃
x̃ = 0, è ñî-

õðàíÿþùåé åäèíèöó, åñëè f 1̃
x̃ = 1.

Ò å î ð å ì à 2. Ìíîæåñòâî F0 âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ íóëü,
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, è ìíîæåñòâî F1 âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ
åäèíèöó, òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü F0 (äëÿ F1

àíàëîãè÷íî). Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé èç F0

ïðèíàäëåæèò F0.
Ïóñòü ôóíêöèè f, g1, . . . , gn ∈ F0 è dimf = n. Òîãäà

f(g1(0̃), g2(0̃), . . . , gn(0̃)) = f(0, 0, . . . , 0) = 0.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Íàáîð σ̃ ≤ τ̃ , åñëè σi ≤ τi äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . n}.
Ôóíêöèÿ f(x̃) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

σ̃ è τ̃ èç σ̃ ≤ τ̃ ñëåäóåò, ÷òî f(σ̃) ≤ f(τ̃). Íàïðèìåð, ôóíêöèè ·,∨
ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè, à −,⊕ � íåìîíîòîííûå.

Ò å î ð å ì à 3. Ìíîæåñòâî M âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè M íóæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ
ìîíîòîííàÿ.

Ïóñòü ôóíêöèè f, g1, . . . , gn ∈ M è dimf = n. Òîãäà åñëè σ̃ ≤ τ̃ ,
òî gi(σ̃) ≤ gi(τ̃). Ïîýòîìó (g1(σ̃), . . . , gn(σ̃)) ≤ (g1(τ̃), . . . , gn(τ̃)). Â
ñèëó ìîíîòîííîñòè f èìååì f(g1(σ̃), . . . , gn(σ̃)) ≤ f(g1(τ̃), . . . , gn(τ̃)),
òî åñòü f(g1, . . . , gn) ∈ M . Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ôóíêöèÿ f(x̃) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f∗ = f .
Ò å î ð å ì à 4. Ìíîæåñòâî S âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè S

íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé åñòü
ôóíêöèÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ.

Ïóñòü f, g1, . . . , gn ∈ S, dimf = n è h(x̃) = f(g1(x̃), . . . , gn(x̃)).
Òîãäà h∗(x̃) = h̄(¯̃x) = f̄(g1(¯̃x), . . . , gn(¯̃x)) = f(g1(x̃), . . . , gn(x̃)) = h(x̃).
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Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Ôóíêöèÿ f(x̃) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà ïîëè-

íîìîì Æåãàëêèíà ñòåïåíè íå âûøå ïåðâîé (ñîäåðæèò êîíúþíêöèè
äëèíû íå áîëåå 1), òî åñòü f(x1, . . . , xn) = c0⊕ c1x1⊕ . . .⊕ cnxn. Ëåã-
êî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ci ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c0 = f(0, 0, . . . , 0),
c1 = f(0, 0, . . . , 0)⊕ f(1, 0, 0, . . . , 0),
c2 = f(0, 0, . . . , 0)⊕ f(0, 1, 0, . . . , 0),
� � � � � � � � � � � � � �
cn = f(0, 0, . . . , 0)⊕ f(0, 0, 0, . . . , 1).
Íà îñíîâå ýòîãî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåò-

ñÿ îíà ëèíåéíîé èëè íåò. Ïî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì íóæíî âû÷èñ-
ëèòü êîýôôèöèåíòû c0, c1, . . . , cn è ïðîâåðèòü, ðåàëèçóåòñÿ ëè äàííàÿ
ôóíêöèÿ ïîëèíîìîì c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn.

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
f ′x = f0

x ⊕ f1
x .

Ë å ì ì à 2. Ôóíêöèÿ f ëèíåéíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé ïåðåìåííîé x ∈ χ(f) ïðîèçâîäíàÿ f ′x ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ôóíêöèÿ f ëèíåéíà,
òî åñòü f(x1, . . . , xn) = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . . ⊕ cnxn. Â ñèëó ñèììåòðè÷-
íîñòè ïåðåìåííûõ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîé
ïåðåìåííîé. Èòàê, f ′x1

= c1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f íåëèíåéíà. Òîãäà â ïî-

ëèíîìå Æåãàëêèíà p(x1, . . . , xn) äëÿ ôóíêöèè f íàéäåòñÿ êîíúþíê-
öèÿ, ñîäåðæàùàÿ íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü x1 è x2. Òàêèì îáðàçîì,
p(x1, . . . , xn) = x1x2p1(x3, . . . , xn)⊕x1p2(x3, . . . , xn)⊕x2p3(x3, . . . , xn)⊕
⊕p4(x3, . . . , xn). Ïîñêîëüêó p1(x3, . . . , xn) 6= 0, f ′x1

= x2p1(x3, . . . , xn)⊕
⊕p2(x3, . . . , xn) íåðàâíà êîíñòàíòå. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 5. Ìíîæåñòâî L âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè L
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ
ëèíåéíàÿ. Ïóñòü f, g1, . . . , gn ∈ L è dimf = n. Òîãäà

f = c0 ⊕ c1x1 ⊕ . . .⊕ cnxn,
g1 = c1

0 ⊕ c1
1y1 ⊕ . . .⊕ c1

kyk,
� � � � � � � � � �
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gn = cn
0 ⊕ cn

1y1 ⊕ . . .⊕ cn
kyk.

Òàêèì îáðàçîì, f(g1(x1, . . . , xk), . . . , gn(x1, . . . , xk)) = c0 ⊕ c1(c1
0⊕

⊕c1
1y1⊕. . .⊕c1

kyk)⊕. . .⊕cn(cn
0⊕cn

1y1⊕. . .⊕cn
kyk) = d0⊕d1y1⊕. . .⊕dkyk.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âñå 5 çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïîïàð-

íî ðàçëè÷íû, íåïóñòû è íå ñîâïàäàþò ñ F , äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

Òàáëèöà 2.
F0 F1 M S L

0 + � + � +
1 � + + � +
x̄ � � � + +

x · y + + + � �

2.5 Êðèòåðèé ïîëíîòû ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíê-
öèé

×åðåç ¯̃σ áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð (σ̄1, . . . , σ̄n).
Ë å ì ì à 1. (î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè) Åñëè f 6∈ S, òî

{0, 1} ⊆ [{f,−}].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ f 6∈ S, çíà÷èò íàéäåòñÿ

íàáîð σ̃ òàêîé, ÷òî f̄(σ̃) 6= f(¯̃σ), òî åñòü f(σ̃) = f(¯̃σ). Îïðåäåëèì
g(x) = f(xσ1 , . . . , xσn). Î÷åâèäíî, ÷òî g(x) ∈ [{f,−}]. Òîãäà g(0) =
= f(0σ1 , . . . , 0σn) = f(σ̄1, . . . , σ̄n) = f(σ1, . . . , σn) = f(1σ1 , . . . , 1σn) =
= g(1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g(x) = σ. Åñëè σ = 0, òî ḡ(x) = 1, à åñëè
σ = 1, òî ḡ(x) = 0. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 2. (î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè) Åñëè f 6∈ M , òî − ⊆
⊆ [{f, 0, 1}].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ f 6∈ M , çíà÷èò íàéäóòñÿ íàáî-
ðû σ̃ è τ̃ òàêèå, ÷òî σ̃ ≤ τ̃ è f(σ̃) > f(τ̃), òî åñòü f(σ̃) = 1, f(τ̃) = 0.
Îïðåäåëèì g(x) = f(a1, . . . , an), ãäå ai =

{
σi, åñëè σi = τi;
x, åñëè σi < τi.

Î÷å-
âèäíî, ÷òî g(x) ∈ [{f, 0, 1}]. Èìååì g(0) = f(σ̃) = 1 è g(1) = f(τ̃) = 0,
òî åñòü g(x) = x̄. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 3. (î íåëèíåéíîé ôóíêöèè) Åñëè f 6∈ L, òî · ⊆ [{f,−, 0, 1}].
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) 6∈ L. Çíà÷èò â ïîëè-
íîìå Æåãàëêèíà p(x1, . . . , xn) äëÿ ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ÷ëåí, ñîäåð-
æàùèé íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü ïåðåìåííûå x1 è x2. Òîãäà p(x1, . . . , xn) =
= x1x2p1(x3, . . . , xn)⊕x1p2(x3, . . . , xn)⊕x2p3(x3, . . . , xn)⊕p4(x3, ..., xn).
Ïîñêîëüêó p1(x3, . . . , xn) 6= 0 íàéäåòñÿ íàáîð (α3, . . . , αn) òàêîé, ÷òî
p1(α3, . . . , αn) = 1. Òîãäà ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, . . . , αn) = x1x2 · 1⊕
⊕x1p2(α3, . . . , αn) ⊕ x2p3(α3, . . . , αn) ⊕ p4(α3, . . . , αn) = x1x2 ⊕ αx1⊕
⊕βx2 ⊕ γ = (x1 ⊕ β)(x2 ⊕ α)⊕ αβ ⊕ γ = xβ̄

1xᾱ
2 ⊕ αβ ⊕ γ.

Åñëè αβ ⊕ γ = 0, òî ϕ(xβ̄
1 , xᾱ

2 ) = x1x2.
Åñëè αβ ⊕ γ = 1, òî ϕ̄(xβ̄

1 , xᾱ
2 ) = x1x2. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à. (êðèòåðèé ïîëíîòû Ïîñòà) Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â
îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ F0, F1, M , S è L, òî åñòü B 6⊆ F0,
B 6⊆ F1, B 6⊆ M , B 6⊆ S, B 6⊆ L.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü B
ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ. Â ñèëó çàìêíóòî-
ñòè ìíîæåñòâ òåðìàìè íàä B ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ëèøü ôóíê-
öèè èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü B 6⊆ F0, B 6⊆ F1, B 6⊆ M , B 6⊆ S, B 6⊆
6⊆ L. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà, ÷òî òåðìàìè íàä B ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû
êîíñòàíòû 0 è 1. Ïóñòü g ∈ B è g 6∈ F0, òî åñòü g(0, . . . , 0) = 1.

à) Åñëè g(1, . . . , 1) = 1, òî ϕ(x) = g(x, . . . , x) = 1. Âîçüìåì h 6∈ F1.
Òîãäà h(ϕ(x), . . . , ϕ(x)) = h(1, . . . , 1) = 0.

á) Åñëè g(1, . . . , 1) = 0, òî ϕ(x) = g(x, . . . , x) = x̄. Íà îñíîâàíèè
ëåììû 1 ñ ïîìîùüþ f1 6∈ S è − ïîëó÷èì îáå êîíñòàíòû.

Èìåÿ êîíñòàíòû, ñ ïîìîùüþ f2 6∈ M ïîëó÷èì − ïî ëåììå 2, à ïî
ëåììå 3 ñ ïîìîùüþ f3 6∈ L è − ïîëó÷èì ·. Ïîëíîòà B âûòåêàåò èç
ïîëíîòû {−, ·}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü B = {f}, ãäå f = (1000).
f 6∈ F0, òàê êàê f(00) = 1.
f 6∈ F1, òàê êàê f(11) = 0.
f 6∈ M , òàê êàê f(00) > f(11).
f 6∈ S, òàê êàê f(01) = f(10).
f 6∈ L, òàê êàê f ′x = (10).
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B ïîëíî.
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2.6 Ïðåäñòàâëåíèå î ôóíêöèÿõ ê-çíà÷íîé ëîãèêè

Ïóñòü Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Ôóíêöèÿ f : En
k → Ek íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèåé ê-çíà÷íîé ëîãèêè.
Êàê è â ñëó÷àå áóëåâûõ ôóíêöèé, ëþáóþ ôóíêöèþ ê-çíà÷íîé

ëîãèêè ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû (òàáë. 3). Â ýòîé òàáëèöå
íàáîðû ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè â ê-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷èñåë
îò 0 äî kn − 1.

Òàáëèöà 3.
x1 x2 . . . xn−1 xn f(x1, x2, . . . , xn−1, xn)

0 0 . . . 0 0 f(0, 0, . . . , 0, 0)
0 0 . . . 0 1 f(0, 0, . . . , 0, 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 k − 1 f(0, 0, . . . , 0, k − 1)
0 0 . . . 1 0 f(0, 0, . . . , 1, 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
k − 1 k − 1 . . . k − 1 k − 1 f(k − 1, . . . , k − 1)

Ë å ì ì à 1. ×èñëî âñåõ ê-è÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n ðàâíî kn.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåãêî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n è

îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Ë å ì ì à 2. ×èñëî âñåõ ôóíêöèé ê-çíà÷íîé ëîãèêè ðàçìåðíîñòè

n ðàâíî kkn .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç ëåììû 1.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè:
1) min(x1, x2) � îáîáùåíèå êîíúþíêöèè;
2) max(x1, x2) � îáîáùåíèå äèçúþíêöèè;
3) x1 ⊕ x2 (mod k) � îáîáùåíèå ñëîæåíèÿ ïî mod 2;
4) x̄ = x ⊕ 1 (mod k) � îáîáùåíèå îòðèöàíèÿ (Ïîñòà) â ñìûñëå

"öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà"çíà÷åíèé;
5) Nx = k−1−x � îáîáùåíèå îòðèöàíèÿ (Ëóêàøåâè÷à) â ñìûñëå

"çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ"çíà÷åíèé;
6) Jσ(x) =

{
k − 1 ïðè x = σ,

0 ïðè x 6= σ; (σ = 0, 1, . . . , k − 1).
7) Vk(x1, x2) = max(x1, x2)⊕ 1 (mod k) � ôóíêöèÿ Âåááà.
Àíàëîãè÷íî äâóçíà÷íîìó ñëó÷àþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òåðìà íàä

íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ê-çíà÷íîé ëîãèêè.
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Äëÿ ôóíêöèé min(x1, x2) è max(x1, x2) òàêæå èñïîëüçóþòñÿ îáî-
çíà÷åíèÿ x1 ·x2 è x1 ∨x2. Òîãäà

n

&
i=1

xi = x1 · . . . ·xn = min(x1, . . . , xn)

è
n∨

i=1
xi = x1 ∨ . . . ∨ xn = max(x1, . . . , xn).

Ò å î ð å ì à. Ëþáóþ ôóíêöèþ ê-çíà÷íîé ëîãèêè f(x1, . . . , xn)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xn) = ∨
(σ1,...,σn)

Jσ1(x1) · . . . · Jσn
(xn) · f(σ1, . . . , σn).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (α1, . . . , αn)
è ïîêàæåì ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.

f(α1, . . . , αn) = ∨
(σ1,...,σn)

Jσ1(α1) · . . . · Jσn(αn) · f(σ1, . . . , σn) =

= Jα1(α1)·. . .·Jαn(αn)·f(α1, . . . , αn) = (k−1)·. . .·(k−1)·f(α1, . . . , αn) =
= f(α1, . . . , αn). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , k−1, J0(x), J1(x), . . . , Jk−1(x),
min(x1, x2), max(x1, x2)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
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3 Îñíîâû òåîðèè ãðàôîâ

Íà÷àëî òåîðèè ãðàôîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå áûëî ïî-
ëîæåíî âåëèêèì ìàòåìàòèêîì Ëåîíàðäîì Ýéëåðîì, ðåøèâøèì â 1736
ãîäó çàäà÷ó î Êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ. Îäíàêî â òå÷åíèå ïî÷òè ñòà
ëåò åãî ñòàòüÿ áûëà åäèíñòâåííîé â ýòîé îáëàñòè. Èíòåðåñ ê ïðî-
áëåìàì òåîðèè ãðàôîâ âîçðîäèëñÿ îêîëî ñåðåäèíû XIX âåêà. Èìå-
ëîñü ìíîãî ïðè÷èí òàêîãî îæèâëåíèÿ èçó÷åíèÿ ãðàôîâ: èññëåäîâà-
íèå ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé, ìîäåëåé êðèñòàëëîâ, ñòðóêòóð ìîëåêóë è
ò. ä. Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå çàìåòíî âëèÿíèå çàïðîñîâ íîâûõ îáëà-
ñòåé ïðèëîæåíèé: òåîðèè èãð è ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òåîðèè ïåðåäà÷è
ñîîáùåíèé, à òàêæå ïðîáëåì áèîëîãèè è ïñèõîëîãèè.

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôîâ

Ïóñòü V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, R � íàáîð íåóïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç V . Åñëè V = {a1, . . . , an}, òî R ñîäåðæèò
ïàðû âèäà (ai, aj). Â îáùåì ñëó÷àå â R ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ïàðû ñ
îäèíàêîâûìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå îäèíàêîâûå ïàðû.

Ìíîæåñòâî V è íàáîð R îïðåäåëÿþò ïñåâäîãðàô G = (V, R). Ýëå-
ìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, à ýëåìåíòû íàáîðà R �
ðåáðàìè ïñåâäîãðàôà. Ðåáðî âèäà (ai, ai) íàçûâàåòñÿ ïåòëåé.

Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîãðàô áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü. Ãðàô
G = (V, R) íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì, åñëè ìíîæå-
ñòâî R ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü V = {1, 2, 3, 4}, R1 = ((1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 3)),
R2 = {(1, 2), (1, 3), (2, 4)}, R3 = {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (4, 3)}. Òîãäà G1 =
= (V, R1) � ïñåâäîãðàô, G2 = (V,R2) � ãðàô, G3 = (V,R3) � îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô.

Ïîäãðàôîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô, âñå âåðøèíû è ðåáðà êî-
òîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè âåðøèí è ðåáåð ãðàôà G.

Óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ çàäàíèå ãðàôîâ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì, ãäå
âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè, à ðåáðà � ëèíèÿìè.

Ò å î ð å ì à. Ëþáîé ãðàô ìîæíî çàäàòü ïðîñòðàíñòâåííîé äèà-
ãðàììîé áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ãðàô èìååò G èìååò n âåðøèí è
r ðåáåð. Ïðîâåäåì â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íåêîòîðóþ
ïðÿìóþ. Îòìåòèì íà íåé n âåðøèí. Ïðîâåäåì ÷åðåç ïðÿìóþ r ðàç-
ëè÷íûõ ïëîñêîñòåé. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà G èçîáðàçèì, íàïðèìåð, â
âèäå äóãè îêðóæíîñòè íà îòäåëüíîé ïëîñêîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
äóãè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåãêî çàìåòèòü ñâÿçü ãðàôîâ ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè. Áè-
íàðíûì îòíîøåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
R ⊆ A × B. Åñëè A = B, òî R íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì íà ìíîæå-
ñòâå A. Ëþáîé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, R) ñ ïåòëÿìè çàäàåò
áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå V , è îáðàòíî. Ãðàô ñ ïåòëÿìè
ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷åñêîìó îòíîøåíèþ.

Ïóñòü u è v � âåðøèíû, x = (u, v) � ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî. Òîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíà u è ðåáðî x èíöèäåíòíû, âåðøèíà v è ðåáðî x
òàêæå èíöèäåíòíû. Âåðøèíû u è v íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ðåáðî, èõ ñîåäèíÿþùåå. Äâà ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè,
åñëè îíè èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Ñòåïåíüþ âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ ÷èñëî d(v) ðåáåð ãðàôà, èíöè-
äåíòíûõ âåðøèíå v. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè p � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà,
òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ýòîãî ãðàôà 0 ≤ d(v) ≤ p − 1. Âåðøèíà v
íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè d(v) = 0.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A, îòðà-
æàþùåé ñìåæíîñòü âåðøèí, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè, ãäå
aij =

{
1, åñëè âåðøèíà vi ñìåæíà ñ vj ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû A, îòðàæàþùåé èíöè-
äåíòíîñòü âåðøèí è ðåáåð, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíöèé, ãäå
äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà

aij =
{

1, åñëè âåðøèíà vi èíöèäåíòíà ðåáðó xj ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; ,

à äëÿ îðãðàôà

aij =





1, åñëè vi èíöèäåíòíà xj è ÿâëÿåòñÿ åãî êîíöîì;
0, åñëè vi è xj íå èíöèäåíòíû;
−1, åñëè vi èíöèäåíòíà xj è ÿâëÿåòñÿ åãî íà÷àëîì.

Ãðàôû G1 = (V1, R1) è G2 = (V2, R2) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : V1 → V2 òà-
êîå, ÷òî (u1, v1) ∈ R1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ϕ(u1), ϕ(v1)) ∈ R2.
Î÷åâèäíî, ÷òî èçîìîðôèçì ãðàôîâ åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïîýòîìó ãðàôû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, òî
åñòü èçîìîðôíûå ãðàôû íå ðàçëè÷àþòñÿ.

Ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ñìåæíà, íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì. Ïîëíûé ãðàô ñ p âåðøèíàìè îáîçíà÷àþò ÷åðåç Kp.

Ìàðøðóòîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí è ðåáåð v1, x1, v2, x2, . . . , vn, â êîòîðîé ëþáûå äâà
ñîñåäíèõ ýëåìåíòà èíöèäåíòíû, òî åñòü xi = (vi, vi+1). Åñëè v1 = vn,
òî ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Ìàðøðóò, â êîòîðîì âñå ðåáðà
ïîïàðíî ðàçëè÷íû íàçûâàåòñÿ öåïüþ. Ìàðøðóò, â êîòîðîì âñå âåð-
øèíû (à çíà÷èò è ðåáðà) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öå-
ïüþ. Çàìêíóòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì, à çàìêíóòàÿ ïðîñòàÿ öåïü
� ïðîñòûì öèêëîì.

Îïåðàöèÿ ïîäðàçáèåíèÿ ðåáðà (u, v) â ãðàôå G = (V,R) ñîñòîèò
â óäàëåíèè èç R ðåáðà (u, v), äîáàâëåíèè ê V íîâîé âåðøèíû w è
äîáàâëåíèè ê R \ {(u, v)} äâóõ ðåáåð (u,w) è w, v. Ãðàô G1 íàçû-
âàåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì ãðàôà G2, åñëè G1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç G2

ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàç îïåðàöèè
ïîäðàçáèåíèÿ ðåáåð.

Ãðàôû íàçûâàþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå èõ
ïîäðàçáèåíèÿ, êîòîðûå èçîìîðôíû.

Ò å î ð å ì à. Ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà ðàâíà óäâîåííîìó
êîëè÷åñòâó ðåáåð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæ-
íåíèÿ.

3.2 Ïëàíàðíûå ãðàôû

Ãðàô óêëàäûâàåòñÿ íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, åñëè åãî ìîæíî
íàðèñîâàòü íà ýòîé ïîâåðõíîñòè òàê, ÷òîáû ðåáðà ãðàôà ïðè ýòîì
íå ïåðåñåêàëèñü. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî óëî-
æèòü íà ïëîñêîñòè. Ïëîñêèé ãðàô � ýòî ãðàô, óæå óëîæåííûé íà
ïëîñêîñòè.

Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ðåáðàìè â ïëîñêîì ãðàôå è íå ñîäåðæà-
ùàÿ âíóòðè ñåáÿ âåðøèí è ðåáåð, íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ (âíåøíÿÿ ÷àñòü
ïëîñêîñòè òàêæå îáðàçóåò ãðàíü).

Äâå âåðøèíû â ãðàôå ñâÿçàíû, åñëè ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùàÿ èõ
öåïü. Ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ñâÿçàíû, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.
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Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè âåðøèí ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ñâÿçàííîñòè íàçûâà-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàô ÿâëÿåò-
ñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàôà ðàâíî 1.

Ò å î ð å ì à 1. (Ýéëåðà) Â ñâÿçíîì ïëàíàðíîì ãðàôå, èìåþùåì
p âåðøèí, q ðåáåð è r ãðàíåé, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
p− q + r = 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî q.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü q = 0. Òîãäà p = 1 è q = 1, òî åñòü

p− q + r = 2.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñ q ðåáðàìè.

Äîáàâèì åùå îäíî ðåáðî. Åñëè îíî ñîåäèíÿåò ñóùåñòâóþùèå âåðøè-
íû, òî â íîâîì ãðàôå ÷èñëî ðåáåð q′ = q + 1, ÷èñëî âåðøèí p′ = p è
÷èñëî ãðàíåé r′ = r + 1. Òîãäà p′ − q′ + r′ = p− q − 1 + r + 1 = 2.

Åñëè äîáàâëÿåìîå ðåáðî ñîåäèíÿåò ñóùåñòâóþùóþ âåðøèíó ñ íî-
âîé, òî p′ = p + 1, q′ = q + 1 è r′ = r. Òàêèì îáðàçîì, p′ − q′ + r′ =
= p + 1− q − 1 + r = 2. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè p > 3, òî q ≤ 3p− 6.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäàÿ ãðàíü îãðàíè÷åíà ïî êðàé-

íåé ìåðå òðåìÿ ðåáðàìè, êàæäîå ðåáðî îãðàíè÷èâàåò íå áîëåå äâóõ
ãðàíåé. Îòñþäà, 3r ≤ 2q. Èìååì 2 = p − q + 2 ≤ p − q +

2q

3
, òî åñòü

3p− 3q + 2q ≥ 6. Çíà÷èò, q ≤ 3p− 6. Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.
Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Ãðàôû K5 è K3,3 íåïëàíàðíû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ðàññìîòðèì K5. Èìååì p = 5 è

q = 10. Åñëè K5 ïëàíàðåí, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 q = 10 ≤ 3p − 6 = 9.
Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ðàññìîòðèì K3,3. Èìååì p = 6 è q = 9. Â ýòîì ãðàôå íåò
òðåóãîëüíèêîâ, à çíà÷èò åñëè ýòîò ãðàô ïëàíàðåí, òî â åãî ïëîñêîé
óêëàäêå êàæäàÿ ãðàíü îãðàíè÷åíà íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè
è, ñëåäîâàòåëüíî, 4r ≤ 2q èëè 2r ≤ q. Ïî òåîðåìå 1 èìååì 6−9+r = 2,
òî åñòü r = 5. Çíà÷èò, 2r = 10 ≤ q = 9. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäñòâèå 2
äîêàçàíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3. Â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò âåðøèíà,
ñòåïåíü êîòîðîé íå áîëüøå 5.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü d(v) ≥ 6 äëÿ
ëþáîé âåðøèíû v ∈ V . Òîãäà 6p ≤ ∑

v∈V

d(v) = 2q, òî åñòü 3p ≤ q. Ïî
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ñëåäñòâèþ 1 èìååì q ≤ 3p− 6, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäñòâèå 3 äîêàçàíî.
Ò å î ð å ì à 2. (Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî) Ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïëà-

íàðíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïîä-
ãðàôà, ãîìåîìîðôíîãî ãðàôàì K5 è K3,3.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ âåðøèíû v èç ãðàôà G = (V, R) çàêëþ÷àåòñÿ

â óäàëåíèè èç V ýëåìåíòà v, à èç R âñåõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ v. Ïîä-
ãðàô G′ = (V ′, R′) ãðàôà G = (V, R) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ u, v ∈ V ′ èç òîãî, ÷òî (u, v) ∈ R ñëåäóåò (u, v) ∈ R′.

Ðàñêðàñêîé ãðàôà íàçûâàåòñÿ òàêîå ïðèïèñûâàíèå öâåòîâ åãî âåð-
øèíàì, ÷òî íèêàêèå äâå ñìåæíûå âåðøèíû íå ïîëó÷àþò îäèíàêî-
âûé öâåò. Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî öâåòîâ â ðàñêðàñêå íàçû-
âàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è îáîçíà÷àåòñÿ χ(G). Î÷åâèäíî, ÷òî
χ(G) ≤ p, ãäå p � ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G, è χ(Kp) = p.

Ò å î ð å ì à 3. (î ïÿòè êðàñêàõ) Âñÿêèé ïëàíàðíûé ãðàô ìîæíî
ðàñêðàñèòü ïÿòüþ êðàñêàìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñâÿçíûå
ãðàôû, ïîòîìó ÷òî χ(G) ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó èç õðîìàòè÷åñêèõ
÷èñåë êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí p.
Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè p ≤ 5, òî χ(G) ≤ p ≤ 5.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñ p âåðøè-

íàìè. Ðàññìîòðèì ãðàô G ñ p+1 âåðøèíîé. Ïî ñëåäñòâèþ 3 òåîðåìû
1 ñóùåñòâóåò âåðøèíà v, äëÿ êîòîðîé d(v) ≤ 5.

Ïóñòü G′ ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âåðøèíû v. Òîãäà ïî èíäóê-
òèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ χ(G′) ≤ 5. Ðàñêðàñèì òåïåðü âåðøèíó v â
ãðàôå G.

1 ñëó÷àé. Åñëè d(v) < 5, òî â 5-ðàñêðàñêå ãðàôà G′ ñóùåñòâóåò
öâåò, ñâîáîäíûé äëÿ v.

2 ñëó÷àé. Åñëè d(v) = 5 è íàéäóòñÿ äâå ñìåæíûå ñ v âåðøèíû
îäèíàêîâîãî öâåòà â 5-ðàñêðàñêå ãðàôà G′, òî ñóùåñòâóåò öâåò, ñâî-
áîäíûé äëÿ v.

3 ñëó÷àé. Åñëè d(v) = 5 è âñå 5 öâåòîâ èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñêðàñ-
êè ñìåæíûõ ñ v âåðøèí. Ïóñòü ñìåæíàÿ ñ v âåðøèíà vi îêðàøåíà
â öâåò i. È ïóñòü G13 � ïðàâèëüíûé ïîäãðàô ãðàôà G′, ïîðîæäåí-
íûé âñåìè âåðøèíàìè, ïîêðàøåííûìè â öâåòà 1 èëè 3 â 5-ðàñêðàñêå
ãðàôà G′.
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Åñëè v1 è v3 ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ãðàôà
G13, òî â òîé êîìïîíåíòå, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ v1, ïðîèçâåäåì ïåðå-
êðàñêó 1 ↔ 3. Ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ 5-ðàñêðàñêà ãðàôà G′, íî öâåò 1
áóäåò ñâîáîäåí äëÿ v.

Åñëè æå v1 è v3 ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, òî ñó-
ùåñòâóåò ïðîñòàÿ öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ v1 è v3 è ñîñòîÿùàÿ èç âåðøèí,
ïîêðàøåííûõ â öâåòà 1 è 3. Â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíû v2 è v4 ïðèíàä-
ëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà G24 ãðàôà G′, òàê
êàê ãðàô G � ïëàíàðíûé. Ïåðåêðàñèì âåðøèíû 2 ↔ 4 â òîé êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G24, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò v2, è ïîëó÷èì
5-ðàñêðàñêó ãðàôà G′, â êîòîðîé öâåò 2 ñâîáîäåí äëÿ v. Òåîðåìà 3
äîêàçàíà.

3.3 Ñåòè. Ïîòîêè â ñåòÿõ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿç-
íûå ãðàôû.

Íàïðàâëåííûì ãðàôîì G = (V,R) íàçûâàåòñÿ îðãðàô, êîòîðûé
íå èìååò ñèììåòðè÷íûõ ïàð îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð, òî åñòü íàáîð
R íå ìîæåò ñîäåðæàòü îäíîâðåìåííî ðåáðà (u, v) è (v, u). Îðèåíòè-
ðîâàííîå ðåáðî äàëåå áóäåì íàçûâàòü äóãîé.

Äëÿ îðãðàôà ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v, à ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà � ÷èñëî
äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó v. Îáîçíà÷àþòñÿ ýòè ÷èñëà ñîîòâåòñòâåí-
íî, d−(v) è d+(v).

Âåðøèíà v â îðãðàôå íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì, åñëè d+(v) = 0, è
ñòîêîì, åñëè d−(v) = 0.

Íàïðàâëåííûé ãðàô ñ îäíèì èñòî÷íèêîì è îäíèì ñòîêîì íàçû-
âàåòñÿ ñåòüþ.

Ïóñòü G = (V,R) � ñåòü, s è t � ñîîòâåòñòâåííî èñòî÷íèê è ñòîê ñå-
òè. Äóãè ñåòè íàãðóæåíû íåîòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñ-
ëàìè, c : R → R+. ×èñëî c(u, v) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòüþ äóãè (u, v).

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : R → R+. Äèâåðãåíöèåé ôóíêöèè f â
âåðøèíå u íàçûâàåòñÿ ÷èñëî div(f, u), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
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þùèì îáðàçîì:

div(f, u) =
∑

{v|(u,v)∈R}
f(u, v)−

∑

{v|(v,u)∈R}
f(v, u).

Ôóíêöèÿ f : R → R íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì â ñåòè G, åñëè:
1) äëÿ ëþáîé (u, v) ∈ R 0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v);
2) äëÿ ëþáîé u ∈ V \ {s, t} div(f, u) = 0.
×èñëî w(f) = div(f, s) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà f .
Äàäèì îïðåäåëåíèå ðàçðåçà. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âåðøèí V ïðî-

èçâîëüíûì îáðàçîì íà äâà ïîäìíîæåñòâà S è T , òàê ÷òî S ⊂ V ,
T ⊂ V , S ∪ T = V , S ∩ T = ∅, s ∈ S, t ∈ T . Òîãäà ìíîæåñòâî
P = {(u, v) ∈ R|u ∈ S, v ∈ T èëè u ∈ T, v ∈ S} íàçûâàåòñÿ (s,t)-
ðàçðåçîì. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåç ðàçáèâàåò ãðàô íà äâå ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû. P = P+ ∪P−, ãäå P+ � ìíîæåñòâî äóã îò S ê T , à P− � îò
T ê S.

Ñóììà ïîòîêîâ ÷åðåç äóãè ðàçðåçà P îáîçíà÷àåòñÿ F (P ), òî åñòü
F (P ) =

∑
e∈P

f(e). Ñóììà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã ðàçðåçà P

íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà è îáîçíà÷àåòñÿ C(P ),
òî åñòü C(P ) =

∑
e∈P

c(e).

Ë å ì ì à 1. w(f) = F (P+)− F (P−).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñóììó W =

∑
v∈S

div(f, v).

Ïóñòü äóãà (u, v) ∈ R. Åñëè u, v ∈ S, òî â ñóììó W ïîïàäàþò äâà
ñëàãàåìûõ äëÿ ýòîé äóãè: f(u, v) ïðè âû÷èñëåíèè div(f, u) è −f(u, v)
ïðè âû÷èñëåíèè div(f, v), èòîãî 0. Åñëè u ∈ S, v ∈ T , òî â ñóììó W
ïîïàäàåò îäíî ñëàãàåìîå f(u, v), âñå òàêèå ñëàãàåìûå äàþò F (P+).
Åñëè u ∈ T , v ∈ S, òî â ñóììó W ïîïàäàåò îäíî ñëàãàåìîå −f(u, v),
âñå òàêèå ñëàãàåìûå äàþò F (P−). Òàêèì îáðàçîì, F (P+)−F (P−) =
W . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, W =

∑
v∈S

div(f, v) = div(f, s) = w(f), òàê êàê

div(f, v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ V \ {s, t}. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ë å ì ì à 2. div(f, s) = −div(f, t).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì (s, t) � ðàçðåç P . Ïóñòü

S = V \ {t}, à T = {t}. Èìååì div(f, s) = w(f) = F (P+) − F (P−) =
= F (P+) =

∑
v

f(v, t) = −div(f, t). Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ë å ì ì à 3. w(f) ≤ F (P ).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. w(f) = F (P+)−F (P−) ≤ F (P+) ≤ F (P ).
Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 4. max
f

w(f) ≤ min
P

C(P ).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 3 w(f) ≤ F (P ) ≤ F (P ).

Îòñþäà, max
f

w(f) ≤ min
P

F (P ). Ïî îïðåäåëåíèþ F (P ) ≤ C(P ), à
çíà÷èò min

P
F (P ) ≤ min

P
C(P ). Èòàê, max

f
w(f) ≤ min

P
C(P ). Ëåììà 4

äîêàçàíà.
Ò å î ð å ì à. (Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà) Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè

ðàâåí ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà, òî åñòü ñóùå-
ñòâóåò ïîòîê f∗ òàêîé, ÷òî w(f∗) = max

f
w(f) = min

P
C(P ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f � íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé
ïîòîê. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçðåç P òàêîé, ÷òî w(f) = C(P ).

Ðàññìîòðèì ãðàô G′, ïîëó÷åííûé èç G îòìåíîé îðèåíòàöèè ðå-
áåð. Öåïü, ñîåäèíÿþùóþ u è v, îáîçíà÷èì < u, v >. Ïîñòðîèì ìíî-
æåñòâî âåðøèí S ñëåäóþùèì îáðàçîì: S = {u ∈ V | ñóùåñòâóåò
< s, u >∈ G′; äëÿ ëþáîé (ui, ui+1) ∈< s, u > åñëè (ui, ui+1) ∈ R,
òî f(ui, ui+1) < c(ui, ui+1) è åñëè (ui+1, ui) ∈ R, òî f(ui+1, ui) > 0}.
Òàêàÿ öåïü < s, u > íàçûâàåòñÿ àóãìåíòàëüíîé. Èìååì s ∈ S ïî
ïîñòðîåíèþ. Ïîêàæåì, ÷òî t ∈ T . Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü t ∈ S, òîãäà
ñóùåñòâóåò àóãìåíòàëüíàÿ öåïü < s, t >. Ïðèìåì δ = min

e∈<s,t>
α(e),

ãäå α(e) =
{

c(e)− f(e) > 0, åñëè e îðèåíòèðîâàíî âäîëü < s, t >;
f(e) > 0, åñëè e îðèåíòèðîâàíî ïðîòèâ < s, t > .

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óâåëè÷èòü âåëè÷èíó ïîòîêà íà δ, èçìåíèâ ïî-
òîê äëÿ âñåõ äóã àóãìåíòàëüíîé öåïè:

f ′(e) =
{

f(e) + δ, åñëè e îðèåíòèðîâàíî âäîëü < s, t >;
f(e)− δ, åñëè e îðèåíòèðîâàíî ïðîòèâ < s, t > .

Ïðè
ýòîì óñëîâèÿ ïîòîêà âûïîëíÿþòñÿ 0 ≤ f ′(e) ≤ c(e) è div(f ′, v) = 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ìàêñèìàëüíîñòè f .

Èòàê, t ∈ T . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà S è T îïðåäåëÿþò ðàçðåç
P = P+∪P−. Â ýòîì ðàçðåçå äëÿ âñåõ äóã e+ èìååì f(e+) = c(e+), à
äëÿ e− èìååì f(e−) = 0, èíà÷å S ìîæíî áûëî áû ðàñøèðèòü. Òàêèì
îáðàçîì, w(f) = F (P+) − F (P−) = C(P+), à P � èñêîìûé ðàçðåç.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.4 Äåðåâüÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû.
Ë å ì ì à 1. Åñëè G = (V, R) � ñâÿçíûé ãðàô, òî ïðè äîáàâëåíèè

ê G ëþáîãî ðåáðà (u, v), ãäå u, v ∈ V , òî â ïîëó÷åííîì ãðàôå áóäåò
ïðîñòîé öèêë.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì,
òî ñóùåñòâóåò öåïü S èç u â v. Åñëè ýòà öåïü íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé,
òî â íåé ïîâòîðÿåòñÿ íåêîòîðàÿ âåðøèíà vi, òî åñòü öåïü èìååò âèä
S = uS1viS2viS3v. Òîãäà öåïü S ñîêðàòèìà, âûáðîñèâ èç íåå S2, ïî-
ëó÷èì S′ = uS1viS3v. Ïîñêîëüêó S � êîíå÷íàÿ öåïü, òî ïîâòîðÿÿ ïðè
íåîáõîäèìîñòè ýòó îïåðàöèþ ñîêðàùåíèÿ, ïîëó÷èì ïðîñòóþ öåïü Z
èç u â v. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ê Z îòñóòñòâîâàâùåãî â G ðåáðà (u, v)
ïîëó÷èì ïðîñòîé öèêë. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ë å ì ì à 2. Ãðàô èç p âåðøèí è q ðåáåð ñîäåæèò íå ìåíåå p− q
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, à åñëè â ýòîì ãðàôå íåò öèêëîâ, òî îí ñîäåðæèò
ðîâíî p− q ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïðîèçâîëüíîìó
ãðàôó, ñîäåðæàùåìó âåðøèíû u è v, îäíîãî ðåáðà (u, v) ÷èñëî ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, íî íå áîëåå ÷åì íà 1.
Ïðè äîáàâëåíèè q ðåáåð ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â ãðàôå ìîæåò
óìåíüøèòüñÿ íå áîëåå ÷åì íà q.

Ãðàô G = (V, R) ñ p âåðøèíàìè è q ðåáðàìè ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà
G′ = (V, ∅), èìåþùåãî p èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, òî åñòü p ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò, äîáàâëåíèåì q ðåáåð, è ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó â G
áóäåò íå ìåíåå p− q ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü òåïåðü â G íåò öèêëîâ. Äîïóñòèì, ÷òî â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ
G èç G′ äîáàâëÿåòñÿ ðåáðî (u, v). Åñëè áû âåðøèíû u è v ïðèíàä-
ëåæàëè îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå, òî â G ïî ëåììå 1 ïîÿâèëñÿ áû
öèêë. Çíà÷èò, u è v ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè è
ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà (u, v) ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò óìåíüøàåòñÿ
ðîâíî íà 1. Ïîýòîìó â G îêàæåòñÿ ðîâíî p − q ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ëþáîé ãðàô G ñ p âåðøèíàìè è q ðåáðàìè ïðè
q ≤ p− 2 íåñâÿçåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 2 è èç óñëîâèÿ q ≤ p−2 ñëåäóåò,
÷òî â G íå ìåíåå äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Ãðàô G = (V,R) íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
è íå ñîäåðæèò öèêëîâ.

Åñëè G = (V, R) � ñâÿçíûé ãðàô, x ∈ R è âõîäèò â íåêîòîðûé
öèêë, òî åñòü x � öèêëè÷åñêîå ðåáðî, òî ãðàô G1, ïîëó÷åííûé èç G
óäàëåíèåì ðåáðà x îñòàåòñÿ, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñâÿçíûì. Óäà-
ëÿÿ èç G â ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëè÷åñêèå ðåáðà,
ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V , íî áåç öèêëîâ, òî åñòü äåðåâî. Ýòî äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâíûì
äåðåâîì èëè îñòîâîì ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ñâÿçíûé ãðàô
G = (V,R) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ïîäãðàô G′ = (V,R′) ñ òåì æå
ìíîæåñòâîì âåðøèí, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü G = (V,R) � ãðàô ñ p âåðøèíàìè è q
ðåáðàìè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) G � äåðåâî;
2) ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà G ñâÿçàíû ðîâíî îäíîé ïðîñòîé

öåïüþ;
3) G íå ñîäåðæèò öèêëîâ è q = p− 1;
4) G � ñâÿçíûé ãðàô è q = p− 1;
5) G � ñâÿçíûé ãðàô, íî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà ñòàíîâèòñÿ

íåñâÿçíûì;
6) G íå ñîäåðæèò öèêëîâ, íî ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî íîâîãî ðåáðà

ñ êîíöàìè èç V ó íåãî ïîÿâëÿåòñÿ öèêë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ïåðåõîä 1 ⇒ 2. Îò ïðî-

òèâíîãî. Ïóñòü â äåðåâå G ñóùåñòâóþò äâå ïðîñòûå öåïè Z1 è Z2,
ñâÿçûâàþùèå âåðøèíû u è v. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ðåáðî x, êî-
òîðîå ïðèíàäëåæèò Z1 è íå ïðèíàäëåæèò Z2. Ïîéäåì â îáå ñòîðîíû
îò ðåáðà x äî ïåðâîé âñòðå÷è ñ öåïüþ Z2 â âåðøèíàõ vi è vj . Ýòó
ïîäöåïü öåïè Z1, ñîäåðæàùóþ ðåáðî x, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ′1. Ïîäöåïü
Z ′1 âìåñòå ñ ïîäöåïüþ Z ′2 öåïè Z ′2, âåäóùåé èç vi è vj , îáðàçóåò öèêë.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ïåðåõîä 1 ⇒ 2 äîêàçàí.

Ïîêàæåì ïåðåõîä 2 ⇒ 3. Óñëîâèå 2) îçíà÷àåò, ÷òî â G îòñóòñòâóþò
öèêëû, ïîñêîëüêó êîíöû ëþáîãî ðåáðà èç öèêëà ñâÿçàíû, ïî êðàéíåé
ìåðå, äâóìÿ ïðîñòûìè öåïÿìè. Èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî
ãðàô G � ñâÿçíûé, òî åñòü èìååò îäíó ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó. Èç ëåììû
2 ïîëó÷àåì q = p− 1. Ïåðåõîä 2 ⇒ 3 äîêàçàí.

Ïîêàæåì ïåðåõîä 3 ⇒ 4. Èç óñëîâèÿ 3) è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â G ðàâíî p− q = 1, òî åñòü G � ñâÿçíûé
ãðàô. Ïåðåõîä 3 ⇒ 4 äîêàçàí.
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Ïîêàæåì ïåðåõîä 4 ⇒ 5. Ýòîò ïåðåõîä âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ ê
ëåììå 2.

Ïîêàæåì ïåðåõîä 5 ⇒ 6. Åñëè áû â G áûë öèêë, òî ïðè óäàëåíèè
ðåáðà èç ýòîãî öèêëà ãðàô G îñòàëñÿ áû ñâÿçíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ 5). Òàê êàê G � ñâÿçíûé ãðàô, òî ïî ëåììå 1 ïðè äîáàâëå-
íèè ëþáîãî íîâîãî ðåáðà ñ êîíöàìè èç V ïîÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé öèêë.
Ïåðåõîä 5 ⇒ 6 äîêàçàí.

Ïîêàæåì ïåðåõîä 6 ⇒ 1. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü G � íåñâÿçíûé
ãðàô, à âåðøèíû u è v ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè
ãðàôà G. Òîãäà äîáàâëåíèå ðåáðà (u, v) íå ïîðîæäàåò öèêëîâ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 6). Òàêèì îáðàçîì, G � ñâÿçíûé ãðàô, íå ñî-
äåðæàùèé öèêëîâ, òî åñòü äåðåâî. Ïåðåõîä 6 ⇒ 1 äîêàçàí. Òåîðåìà
1 äîêàçàíà.

Âûäåëèì â äåðåâå êàêóþ-íèáóäü îäíó âåðøèíó, êîòîðóþ íàçîâåì
êîðíåì. Ïîëó÷åííîå äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé íàçûâàåòñÿ êîð-
íåâûì äåðåâîì.

Ò å î ð å ì à 2. ×èñëî íåèçîìîðôíûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ q
ðåáðàìè íå ïðåâîñõîäèò 4q.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì êîäèðîâàòü êîðíåâûå äåðåâüÿ
íàáîðàìè èç íóëåé è åäèíèö ïî ñëåäóþùåìó èíäóêòèâíîìó ïðàâèëó:

1. Êîäîì äåðåâà èç îäíîãî ðåáðà ÿâëÿåòñÿ íàáîð 01;
2. à) Åñëè äåðåâî èìååò îäíî êîðíåâîå ðåáðî (ðåáðî, èíöèäåíòíîå

êîðíþ), òî åãî êîäîì áóäåò íàáîð 0A1, ãäå A � êîä äåðåâà, ïîëó-
÷àþùåãîñÿ ïðè óäàëåíèè êîðíåâîãî ðåáðà è îáúÿâëåíèè êîðíåì åãî
âòîðîãî êîíöà;

á) Åñëè êîðíåâûõ ðåáåð k > 1, òî äåðåâî ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíè-
åì â êîðíå k ïîääåðåâüåâ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ðåáåð. Åñëè A1, . . . , Ak

� êîäû ýòèõ ïîääåðåâüåâ, òî íàáîð A1 . . . Ak ÿâëÿåòñÿ êîäîì âñåãî
äåðåâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîä äåðåâà ñ q ðåáðàìè åñòü íàáîð äëèíû 2q, ñîäåð-
æàùèé ïîðîâíó íóëåé è åäèíèö. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðè-
ìåíåíèÿ ïðàâèëà á) èç ïóíêòà 2 â êîäå A1 . . . Ak íàáîð A1 ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøèì íåïóñòûì íà÷àëüíûì îòðåçêîì, ñîäåðæàùèì ïîðîâíó
íóëåé è åäèíèö. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ A2 â êîäå A2 . . . Ak è ò. ä.
Òàêèì îáðàçîì, ïî ñâîåìó êîäó äåðåâî âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷-
íî. Ïîýòîìó ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ q ðåáðàìè
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íàáîðîâ äëèíû 2q èç íóëåé è åäèíèö, òî åñòü
22q = 4q. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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3.5 Ýéëåðîâû è ãàìèëüòîíîâû ãðàôû

Åñëè ãðàô èìååò öèêë, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ãðàôà ïî îäíîìó
ðàçó, òî òàêîé öèêë íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì öèêëîì, à ãðàô íàçûâà-
åòñÿ ýéëåðîâûì. ßñíî, ÷òî ýéëåðîâûì ìîæåò áûòü òîëüêî ñâÿçíûé
ãðàô.

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè ãðàô G = (V, R) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è íåòðè-
âèàëüíûì, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) G � ýéëåðîâ ãðàô;
2) êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü;
3) ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G ìîæíî ðàçáèòü íà ïðîñòûå öèêëû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ïåðåõîä 1 ⇒ 2. Ïóñòü Z

� ýéëåðîâ öèêë. Äâèãàÿñü ïî Z, áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü ñòåïåíè âåð-
øèí, ïîëàãàÿ èõ äî íà÷àëà ïðîõîæäåíèÿ íóëåâûìè. Ïðîõîæäåíèå
êàæäîé âåðøèíû äîáàâëÿåò 2 â ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû. Ïîñêîëüêó Z
ñîäåðæèò âñå ðåáðà, êîãäà îáõîä Z áóäåò çàêîí÷åí, áóäóò ó÷òåíû âñå
ðåáðà, à ñòåïåíè âñåõ âåðøèí � ÷åòíûå. Ïåðåõîä 1 ⇒ 2 äîêàçàí.

Ïîêàæåì ïåðåõîä 2 ⇒ 3. Ãðàô G � ñâÿçíûé è íåòðèâèàëüíûé,
äëÿ ëþáîé âåðùèíû v èç V d(v) > 0. Ñòåïåíè âåðøèí ÷åòíûå, ñëåäî-
âàòåëüíî d(v) ≥ 2 äëÿ ëþáîé v. Èìååì 2q =

∑
v∈V

d(v) ≥ 2p, à çíà÷èò
q ≥ p èëè q > p − 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî G � íå äåðåâî, à çíà÷èò G
ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë Z1. Ïóñòü G1 ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì Z1

è âñåõ èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ïîÿâèâøèõñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáåð.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G1 îïÿòü ÷åòíûå.
Òàêèì îáðàçîì, â G1 òàêæå ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë Z2. Äàëåå âû-
äåëÿåì âñå öèêëû Zi, ïîêà ãðàô íå áóäåò ïóñò. Èìååì R = ∪

i
Zi è

∩
i
Zi = ∅. Ïåðåõîä 2 ⇒ 3 äîêàçàí.
Ïîêàæåì ïåðåõîä 3 ⇒ 1. Âîçüìåì êàêîé-ëèáî öèêë Z1 èç äàííîãî

ðàçáèåíèÿ. Åñëè Z1 = R, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè íåò, òî ñóùå-
ñòâóåò öèêë Z2 òàêîé, ÷òî íàéäåòñÿ âåðøèíà v1, ïðèíàäëåæàùàÿ êàê
Z1, òàê è Z2 â ñèëó ñâÿçíîñòè G. Ìàðøðóò Z1 ∪ Z2 ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëîì è ñîäåðæèò âñå ñâîè ðåáðà ïî îäíîìó ðàçó. Åñëè Z1 ∪ Z2 = R,
òî òåîðåìà äîêàçàíà. Èíà÷å ñóùåñòâóåò öèêë Z3 òàêîé, ÷òî íàéäåòñÿ
âåðøèíà v2, ïðèíàäëåæàùàÿ Z1 ∪ Z2 è Z3. Äàëåå áóäåì àíàëîãè÷íî
íàðàùèâàòü ýéëåðîâ öèêë, ïîêà îí íå èñ÷åðïàåò ðàçáèåíèÿ. Ïåðåõîä
3 ⇒ 1 äîêàçàí. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Ïóñòü S(p) � ìíîæåñòâî âñåõ ãðàôîâ ñ p âåðøèíàìè, à E(p) �
ìíîæåñòâî âñåõ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ ñ p âåðøèíàìè.

Ò å î ð å ì à 2. lim
p→∞

|E(p)|
|S(p)| = 0, òî åñòü êîëè÷åñòâî ýéëåðîâûõ

ãðàôîâ ñóùåñòâåííî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ îáùèì êîëè÷åñòâîì ãðàôîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E′(p) - ìíîæåñòâî ãðàôîâ ñ p

âåðøèíàìè, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ ÷åòíà. Òîãäà ïî òåîðåìå 1
E(p) ⊆ E′(p) è |E(p)| ≤ |E′(p)|. Ïî ëåììå â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåð-
øèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî, ïîýòîìó ëþáîé ãðàô èç E′(p) ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ãðàôà èç ìíîæåñòâà S(p−1), åñëè äîáàâèòü íî-
âóþ âåðøèíó è ñîåäèíèòü åå ñî âñåìè ñòàðûìè âåðøèíàìè íå÷åòíîé
ñòåïåíè. Çíà÷èò, |E′(p)| ≤ |S(p − 1)|. Ìîùíîñòü |S(p)| = 2C2

p , ãäå C2
p

� ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ðåáåð. Çàìåòèì, ÷òî C1
p−1 + C2

p−1 = C2
p . Èòàê,

|E(p)| ≤ |E′(p)| ≤ |S(p− 1)| = 2C2
p−1 = 2C2

p−(p−1) = |S(p)| · 2−(p−1), òî
åñòü |E(p)|

|S(p)| ≤
1

2p−1
. Îòñþäà, lim

p→∞
|E(p)|
|S(p)| = 0. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Åñëè ãðàô èìååò ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà,
òî òàêîé öèêë íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì, à ñàì ãðàô íàçû-
âàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâûì ìîæåò áûòü
òîëüêî ñâÿçíûé ãðàô.

Ëþáîé ãðàô G ìîæíî ïðåâðàòèòü â ãàìèëüòîíîâ, äîáàâèâ äîñòà-
òî÷íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí. Äëÿ ýòîãî, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ê âåð-
øèíàì v1, . . . , vp ãðàôà G äîáàâèòü âåðøèíû u1, . . . , up è ìíîæåñòâî
ðåáåð {(vi, ui)} ∪ {(ui, vi+1)}.

Ò å î ð å ì à 3. (Äèðàêà) Åñëè â ãðàôå G = (V, R) äëÿ ëþáîé âåð-
øèíû v âûïîëíÿåòñÿ d(v) ≥ p

2
, òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ãðàô G íå
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Äîáàâèì ê G ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íî-
âûõ âåðøèí u1, . . . , un, ñîåäèíÿÿ èõ ñî âñåìè âåðøèíàìè ãðàôà G
òàê, ÷òîáû íîâûé ãðàô G′ = (V ′, R′) áûë ãàìèëüòîíîâûì, ãäå V ′ =
= V ∪ {u1, . . . , un}.

Ïóñòü v, u1, w, . . . , v � ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G′, ïðè÷åì v ∈ V ,
u1 ∈ V ′, u1 6∈ V . Òàêàÿ ïàðà âåðøèí v è u1 â ãàìèëüòîíîâîì öèêëå
îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, èíà÷å ãðàô G áûë áû ãàìèëüòîíîâûì. Òîãäà
w ∈ V è w 6∈ {u1, . . . , un}, èíà÷å âåðøèíà u1 áûëà áû íå íóæíà. Áîëåå
òîãî âåðøèíà v íåñìåæíà ñ w, èíà÷å îïÿòü âåðøèíà u1 áûëà áû íå
íóæíà.
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Äàëåå, åñëè â öèêëå v, u1, w, . . . , v′, w′, . . . , v åñòü âåðøèíà w′, ñìåæ-
íàÿ ñ âåðøèíîé w, òî âåðøèíà v′ íåñìåæíà ñ âåðøèíîé v, òàê êàê èíà-
÷å ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâ öèêë v, v′, . . . , w, w′, . . . , v
áåç âåðøèíû u1, âçÿâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí w, . . . , v′ â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G′, íåñìåæ-
íûõ ñ v, íå ìåíåå ÷èñëà âåðøèí, ñìåæíûõ ñ w.

Ïî ïîñòðîåíèþ d(w) ≥ p

2
+n è d(v) ≥ p

2
+n. Îáùåå ÷èñëî âåðøèí,

ñìåæíûõ è íåñìåæíûõ ñ v ñîñòàâëÿåò n + p− 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
n + p− 1 ≥ d(w) + d(v) ≥ p

2
+ n +

p

2
+ n = 2n + p, òî åñòü 0 ≥ n + 1.

Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Çàäà÷è ê ðàçäåëó I.

1. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò
óïàñòü òàê, ÷òî ëèáî íà êàæäîé ãðàíè âûïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ,
ëèáî íà êàæäîé ãðàíè âûïàäåò íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ?

2. Áðîñàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò
óïàñòü òàê, ÷òî ëèáî âñå îêàçàâøèåñÿ ââåðõó ãðàíè îäèíàêîâû, ëèáî
âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íû?

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 28 êîñòåé äîìèíî ìîæíî âûáðàòü äâå
êîñòè òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ïðèëîæèòü äðóã ê äðóãó?

4. Ó àíãëè÷àí ïðèíÿòî äàâàòü äåòÿì íåñêîëüêî èìåí. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî íàçâàòü ðåáåíêà, åñëè åìó äàþò íå áîëåå òðåõ èìåí,
à îáùåå ÷èñëî èìåí ðàâíî 300. (Äâà ñïîñîáà, ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü
ïîðÿäêîì èìåí, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).

5. Íàéòè ÷èñëî âåêòîðîâ α̃ = (α1, . . . , αn), êîîðäèíàòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

à) αi ∈ {0, . . . , k − 1}, i = 1, n;
á) αi ∈ {0, . . . , ki − 1}, i = 1, n;
â) αi ∈ {0, 1}, i = 1, n,

n∑
i=1

αi = r.

6. Êàêîâî ÷èñëî ìàòðèö èç n ñòðîê è m ñòîëáöîâ ñ ýëåìåíòàìè èç
ìíîæåñòâà {0, 1}. Òî æå ïðè óñëîâèè, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

7. Äàíî m ïðåäìåòîâ îäíîãî ñîðòà è n äðóãîãî. Íàéòè ÷èñëî âàðè-
àíòîâ îäíîâðåìåííîãî âûáîðà r ïðåäìåòîâ îäíîãî ñîðòà è s äðóãîãî.

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü òðè áèëåòà ñðåäè
20 ñòóäåíòîâ, åñëè:

à) ðàñïðåäåëÿþòñÿ áèëåòû â ðàçíûå òåàòðû, à êàæäûé ñòóäåíò
ìîæåò ïîëó÷èòü íå áîëåå îäíîãî áèëåòà;

á) ðàñïðåäåëÿþòñÿ áèëåòû â ðàçíûå òåàòðû è íà ðàçíûå äíè, à
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êàæäûé ñòóäåíò ìîæåò ïîëó÷èòü ëþáîå (íå ïðåâîñõîäÿùåå òðåõ) ÷èñ-
ëî áèëåòîâ;

â) ðàñïðåäåëÿþòñÿ ðàâíîöåííûå áèëåòû íà âå÷åð è êàæäûé ñòó-
äåíò ìîæåò ïîëó÷èòü íå áîëåå îäíîãî áèëåòà?

9. Âûÿñíèòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûñòðîèòü äåâÿòü ÷å-
ëîâåê:

à) â êîëîííó ïî îäíîìó;
á) â êîëîííó ïî òðè, åñëè â êàæäîé øåðåíãå ëþäè âûñòðàèâàþòñÿ

ïî ðîñòó è íåò ëþäåé îäèíàêîâîãî ðîñòà?

10. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
à) Ck

n · Cr
k = Ck−r

n−r · Cr
n;

á) Ck−r
n

Ck
n

=
Ar

k

Ar
n−k+r

;

â) Ck
n+1

Ck
n

=
n + 1

n− k + 1
;

ã) Ck−r
n−r

Ck
n

=
Ar

k

Ar
n

;

ä) Ck
n =

k∑
r=0

Ck−r
n−r−1;

å)
n∑

k=0

(2k + 1)Ck
n = (n + 1) · 2n.

11. Äîêàçàòü, ÷òî
à) Ck

n âîçðàñòàåò ïî n ïðè ôèêñèðîâàííîì k;
á) Ck−r

n−r óáûâàåò ïî r ïðè ôèêñèðîâàííûõ n è k.

12. Ïóñòü n = pα1
1 , . . . , pαk

k � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Íàéòè:

à) ÷èñëî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n;
á) ÷èñëî âñåõ äåëèòåëåé, íå äåëÿùèõñÿ íà êâàäðàò íèêàêîãî öå-

ëîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò 1;
â) ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n.

13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî n â âèäå ñóì-
ìû k íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ? (Ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
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ëèøü ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).

14. à) Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 3, 5 è 7;

á) Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
1000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 6, 10 è 15.

15. Íàéòè ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 250.

16. Íà îäíîé èç êàôåäð óíèâåðñèòåòà ðàáîòàþò 13 ÷åëîâåê, ïðè-
÷åì êàæäûé èç íèõ çíàåò õîòÿ áû îäèí èíîñòðàííûé ÿçûê. Äåñÿòü
÷åëîâåê çíàþò àíãëèéñêèé, ñåìåðî � íåìåöêèé, øåñòåðî � ôðàíöóç-
ñêèé. Ïÿòåðî çíàþò àíãëèéñêèé è íåìåöêèé, ÷åòâåðî � àíãëèéñêèé è
ôðàíöóçñêèé, òðîå � íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé.

à) Ñêîëüêî ÷åëîâåê çíàþò âñå òðè ÿçûêà?
á) Ñêîëüêî ÷åëîâåê çíàþò ðîâíî äâà ÿçûêà?
â) Ñêîëüêî ÷åëîâåê çíàþò òîëüêî àíãëèéñêèé?

17. Äèñöèïëèíà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Êàæäûé èç 40 ýêçàìå-
íàöèîííûõ áèëåòîâ ñîäåðæèò ïî 3 âîïðîñà èç ëþáîãî ðàçäåëà. Èç-
âåñòíî, ÷òî â 14-òè áèëåòàõ åñòü âîïðîñû èç âñåõ òðåõ ðàçäåëîâ. Âî-
ïðîñû ïî ïåðâîìó ðàçäåëó èìåþòñÿ â 34 áèëåòàõ, èç íèõ îäèí áèëåò
ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí ïåðâîìó ðàçäåëó, 8 áèëåòîâ ñîäåðæàò âîïðîñû
ïî ïåðâîìó è âòîðîìó ðàçäåëàì. Âîïðîñû èç âòîðîãî ðàçäåëà ñî-
äåðæàòñÿ â 28 áèëåòàõ, è òîëüêî â äâà èç íèõ öåëèêîì ïîñâÿùåíû
âòîðîìó ðàçäåëó. Ñêîëüêî ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñîñòîÿò ëèøü
èç âîïðîñîâ òðåòüåãî ðàçäåëà?

Çàäà÷è ê ðàçäåëó II.

1. Íàéòè äâîè÷íûé íàáîð äëèíû k, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçëîæåíèåì
÷èñëà n, åñëè

à) k = 3, n = 6;
á) k = 4, n = 11;
â) k = 5, n = 30.

2. Íàéòè íîìåðà ñëåäóþùèõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ:
à) (100);
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á) (111011);
â) (1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m ðàç
1), ãäå m ≥ 1 ;

ã) (1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m ðàç

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m ðàç

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m ðàç

), ãäå m ≥ 1.

3. Âûïèñàòü âñå äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû 5 ïî íàòóðàëüíîìó ïî-
ðÿäêó.

4. Çàïèñàòü òàáëè÷íîå è âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè
f(x1, x2, x3, x4), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 íà íàáîðàõ âåñà 3.

5. Ïóñòü f = (0011101100001111). Íàéòè ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
f ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

6. Ôóíêöèÿ f(x1, x2, x3) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà
ðàâíà 1 ëèáî ïðè x1 = 1, ëèáî åñëè ïåðåìåííûå x2 è x3 ïðèíèìàþò
ðàçíûå çíà÷åíèÿ, à çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x1 ìåíüøå çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííîé x3; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñîñòà-
âèòü òàáëèöó ôóíêöèè f è âûïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

7. Íàéòè îñòàòî÷íûå ôóíêöèè îò ôóíêöèè f ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé, åñëè

à) f = (00111000);
á) f = (1111010100011100);
â) f(x1, x2, x3) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáîðàõ âåñà 1;
ã) H0(f) = {(010), (101), (110), (001)};
ä) H1(f) = {(1100), (0001), (1110)}.

8. Ôóíêöèÿ f(x1, x2, x3, x4) çàäàåòñÿ òàê: îíà ðàâíà íóëþ òîëüêî
íà òàêèõ íàáîðàõ σ̃ = (σ1, σ2, σ3, σ4), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî σ1 + σ2 > σ3 + 2σ4. Ïîñòðîèòü òàáëèöó ôóíêöèè f è íàéòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

9. Ïåðå÷èñëèòü âñå ôèêòèâíûå è ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå ñëå-
äóþùèõ ôóíêöèé:

à) f = (1100001100111100);
á) g = (0101101001011010);
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â) h = (0011110000111100);
ã) H0(t) = {(000), (100)}.

10. Êàêîâî ÷èñëî ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè n, ïðèíèìàþùèõ çíà÷å-
íèå 1 ìåíåå, ÷åì íà k íàáîðàõ èç En?

11. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè íàä ìíî-
æåñòâîì B = {−,∨,↔, |, ↓} ?

à) (xȳz ∨ (y ↔ xz);
á) (x ∨ xy)|(x ∨ yz̄);
â) (↓ y ∨ (z ↓ z) ∨ x̄);
ã) ((x|z) ∨ (y ↔ y));
ä) ((y) ↓ (xz)).

12. Ïî ôóíêöèÿì f = (1011) è g = (1001) íàéòè âåêòîðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè h, åñëè

à) h(x1, x2, x3, x4) = f(x1, x2) ∨ g(x3, x4);
á) h(x2, x3, x4) = f(g(x3, x4), x2).

13. Íàéòè âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ϕ, çàäàííîé òåðìîì
Φ íàä ìíîæåñòâîì B = {f1, f2, g}, åñëè ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâî-
ëàì f1, f2, g ñîïîñòàâëåíû áóëåâû ôóíêöèè, çàäàííûå ñîîòâåòñòâåííî
âåêòîðàìè (10), (1011) è (1000), ãäå

à) Φ ≡ f2(f1(g(x, f1(y))), y);
á) Φ ≡ g(f1(f2(x, y)), g(x, f1(y)));
â) Φ ≡ f1(f2(x, g(f2(x, y), f1(y)))).

14. Ïîñòðîèòü òàáëèöû ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñëåäóþùèìè òåð-
ìàìè:

à) (x → y)⊕ ((y → z)⊕ (z → x));
á) x̄ ∨ y ∨ x · z̄ ↓ (x ↔ y);
â) x̄ → (z̄ ↔ (y ⊕ xz));
ã) (((x|y) ↓ z)|y) ↓ z.

15. Äëÿ ñëåäóþùèõ òåðìîâ íàéòè ãëóáèíó, ìíîæåñòâî ïåðåìåí-
íûõ, ìíîæåñòâî ãðàôè÷åñêè íåðàâíûõ ïîäòåðìîâ:

à) (x ∨ y)(y ∨ x)⊕ x → z((y → x) ∨ (ȳ ∨ x));
á) (x ↔ z) ∨ (x ∨ (x ↔ (z ⊕ x ↔ z))).
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16. Âûÿñíèòü ýêâèâàëåíòíû ëè òåðìû Φ è Ψ, åñëè
à) Φ ≡ xz̄ ∨ x̄z̄ ∨ x̄y, Ψ ≡ x̄yz ∨ xz̄;
á) Φ ≡ ((x → y)∨z)((z → y)∨x̄) → (xȳ⊕(x ↔ ȳ)), Ψ ≡ (x∨y)(x̄∨ȳ);
â) Φ ≡ (x → y)⊕ (z → y), Ψ ≡ (x⊕ z) → y.

17. Ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ f òåðìîì íàä B, åñëè
à) f = x → y, B = {−,∨};
á) f = x ∨ y, B = {→};
â) f = x ↔ y, B = {·,→};
ã) f = x|y, B = {↓}.

18. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü òåðìîì íàä B,
åñëè

à) f = x⊕ y, B = {·};
á) f = x · y, B = {→};
â) f = x ∨ y, B = {↔}.

19. Ìîæíî ëè ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ f òåðìîì ãëóáèíû k + 1 íàä
ìíîæåñòâîì B, åñëè îíà ðåàëèçóåìà òåðìîì ãëóáèíû k íàä òåì æå
ìíîæåñòâîì B?

20. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ g äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè
f , åñëè

à) f = (10001001), g = (01110110);
á) H0(f) = {(000), (011), (110)}, H1(g) = {(000), (011), (111)};
â) f = xy ⊕ xz ⊕ yz, g = xy ∨ xz ∨ yz;
ã) f = (x|ȳ) ∨ (z ⊕ x), g = (x ↓ ȳ)(x̄ ↔ z̄).

21. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè, ïîñòðîèòü òåðì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ ôóíêöèè f , åñëè

à) f = xy ∨ yz̄ ∨ ȳz;
á) f = (x̄ ∨ ȳ ∨ (yz ⊕ 1)) ↓ x;
â) f = ((x → y) ∨ z̄)(x ↔ yz).

22. Äëÿ ôóíêöèè f íàéòè ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ÑÄÍÔ, ÑÊÍÔ,
ÑÏÊÍÔ è ïîëèíîìà Æåãàëêèíà, åñëè

à) f = (0100);
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á) f = (11101001);
â) f = (0001011000100100);
ä) H0(f) = {(001), (010), (110)};
å) f = (x1 → x2)⊕ (x1|x2x3);
æ) f = (x1 ↔ x2)(x3 → x̄2x4).

23. Èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåñòè òåðì Φ
ê ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ, åñëè

à) Φ ≡ (x1 ↔ x3)(x1 → x2);
á) Φ ≡ (x̄1 → x̄2)⊕ (x3 ↔ (x̄2 ∨ x1));
â) Φ ≡ ((x2 ↔ x̄3) → x1)⊕ x1x̄2.

24. Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîñòðîèòü ïîëèíîì
Æåãàëêèíà äëÿ ôóíêöèè f , åñëè

à) f = (0001);
á) f = (00010111);
â) f = x1 ↓ x2;
ã) f = (x1x̄2 ⊕ x3) → x2.

25. Âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè ôóíêöèÿ f ìíîæåñòâàì F0, F1,
M , S è L, åñëè

à) f = (1011);
á) f = (00010111);
â) f = x1x2 ∨ x̄3;
ã) f = x1 ↓ ((x1 → x̄2) ∨ x̄3);
ä) f = (x1 → x̄2x3) ↔ (x3 ⊕ x1 ∨ x4).

26. Ñâåäåíèåì ê çàâåäîìî ïîëíîìó ìíîæåñòâó ïîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî B ïîëíî, åñëè

à) B = {−, ·};
á) B = {|};
â) B = {↓};
ã) B = {xy ⊕ z, (x → y)⊕ z};
ä) B = {xy ⊕ zt⊕ 1, (101101110)}.

27. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåí-
íûõ x1 è x2 è ïðèíàäëåæàùèõ çàìûêàíèþ A, åñëè

à) A = {x1 ⊕ x2};
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á) A = {0, x̄};
â) A = {x1x2};
ã) A = {x̄1 ∨ x2};
ä) A = {0, x1 ↔ x2}.

28. Âûÿñíèòü, ïîëíî ëè ìíîæåñòâî B, åñëè
à) B = {1110};
á) B = {xy, x ∨ y, x⊕ y, xy ∨ yz ∨ zx};
â) B = {f = (1001), g = (11101000)};
ã) B = {x̄, x(y ↔ z) ↔ yz, x⊕ y ⊕ z};
ä) B = {·,→, (00010111), 1}.

29. Âûÿñíèòü, ïîëíî ëè ìíîæåñòâî B = {f1, f2}, åñëè
à) f1 ∈ S \M , f2 6∈ L ∪ S, f1 → f2 = 1;
á) f1 6∈ L ∪ F0 ∪ F1, f2 ∈ M ∩ L, f1 → f2 = 1;
â) f1 6∈ F0 ∪ L, f2 6∈ S, f1 → f2 = 1;
ã) f1 ∈ (S ∩ L) \ F0, f2 ∈ M \ (F0 ∩ L), f1 → f2 = 1.

Çàäà÷è ê ðàçäåëó III.

1. Ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ãðàôå, èìåþùåì íå ìåíåå äâóõ âåðøèí,
íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè.

2. Ñóùåñòâóåò ëè 6-âåðøèííûé ãðàô, èìåþùèé òàêîé íàáîð ñòå-
ïåíåé âåðøèí 2, 2, 2, 4, 5, 5?

3. Ïóñòü ik(G) � ÷èñëî âåðøèí ñòåïåíè k â ãðàôå G. Íàéòè ÷èñëî
ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ G, ó êîòîðûõ:

à) i2(G) = i3(G) = i4(G) = 2, ik(G) = 0 ïðè k 6= 2, 3, 4;
á) i2(G) = i3(G) = i4(G) = 3, ik(G) = 0 ïðè k 6= 2, 3, 4.

4. Ïóñòü d0(G) � ìèíèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé ãðàôà G, èìåþùåãî n
âåðøèí.

à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè d0(G) ≥ n− 1
2

, òî ãðàô ñâÿçåí;

á) Ìîæíî ëè â à) çàìåíèòü n− 1
2

íà
[
n− 1

2

]
?
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5. Äîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò íå ìåíåå
n− 1 ðåáåð.

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðàôå èìååòñÿ ðîâíî äâå âåðøèíû ñ íå÷åò-
íûìè ñòåïåíÿìè, òî íàéäåòñÿ öåïü, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè âåðøèíû.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû áîëüøå
åäèíèöû, òî â íåì åñòü öèêë.

8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò n-âåðøèííûé ñâÿç-
íûé ãðàô, ñîäåðæàùèé n− 1 âåðøèí ñ íåðàâíûìè äðóã äðóãó ñòåïå-
íÿìè.

9. Ïî çàäàííîìó êîäó α̃ ïîñòðîèòü êîðíåâîå äåðåâî:
à) α̃ = (001010011011);
á) α̃ = (0100011001101011);
â) α̃ = (0001010110011011).

10. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîì äåðåâå ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ
íå ìåíåå äâóõ âèñÿ÷èõ âåðøèí.

54



4 Ëèòåðàòóðà
1. Ãàâðèëîâ Ã. Ï., Ñàïîæåíêî À. À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñ-

êðåòíîé ìàòåìàòèêå. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.
2. Ãèíäèêèí Ñ. Ã. Àëãåáðà ëîãèêè â çàäà÷àõ. � Ì.: Íàóêà, 1972.
3. Ãðýõåì Ð., Êíóò Ä., Ïàòàøíèê Î. Êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. �

Ì.: Ìèð, 1998.
4. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòè-

êè. Ò. 1. / Ïîä ðåä. Ñ. Â. ßáëîíñêîãî è Î. Á. Ëóïàíîâà. � Ì.:
Íàóêà, 1974.

5. Çûêîâ À. À. Òåîðèÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà,
1969.

6. Èçáðàííûå âîïðîñû òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé. / Ïîä ðåä. Ñ. Ô.
Âèíîêóðîâà è Í. À. Ïåðÿçåâà. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001.

7. Ìàòðîñîâ Â. Ë., Ñòåöåíêî Â. Í. Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêå. � Ì.: ÌÏÃÓ, 1997.

8. Íîâèêîâ Ô. À. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ. �
Ñïá.: Ïèòåð, 2002.

9. Îðå Î. Òåîðèÿ ãðàôîâ. � Ì.: Íàóêà, 1980.
10. Ðåäüêèí Í. Ï. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. � Ñïá.: Ëàíü, 2003.
11. Ñà÷êîâ Â. Í. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêè. � Ì.: Íàóêà, 1972.
12. Õàðàðè Ô. Òåîðèÿ ãðàôîâ. � Ì.: Ìèð, 1973.
13. Õîëë Ì. Êîìáèíàòîðèêà. � Ì.: Ìèð, 1970.
14. Øîëîìîâ Ë. À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ëîãè÷åñêèõ è âû-

÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. � Ì.: Íàóêà, 1980.
15. ßáëîíñêèé Ñ. Â. Ââåäåíèå â äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó. � Ì.:

Âûñøàÿ øêîëà, 2001.
16. ßáëîíñêèé Ñ. Â., Ãàâðèëîâ Ã. Ï., Êóäðÿâöåâ Â. Á. Ôóíêöèè

àëãåáðû ëîãèêè è êëàññû Ïîñòà. � Ì.: Íàóêà, 1966.

55



Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî èçó÷åíèþ êóðñà

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïå-
öèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòà.

Öåëü èçó÷åíèÿ êóðñà çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìèðîâàíèè ïðî÷íîé òåî-
ðåòè÷åñêîé áàçû, íåîáõîäèìîé áóäóùåìó ñïåöèàëèñòó â åãî ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè, âîñïèòàíèè îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëü-
òóðû.

Çàäà÷è êóðñà:
- èçó÷åíèå îñíîâíûõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè;
- âûÿâëåíèå îñîáåííîñòåé è ñâÿçåé, êàê ìåæäó ðàçäåëàìè äèñ-

êðåòíîé ìàòåìàòèêè, òàê è ñ äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äèñöèïëè-
íàìè;

- ôîðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá îñíîâíûõ äèñêðåòíûõ ñòðóê-
òóðàõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèñòåìàõ;

- îâëàäåíèå îñíîâíûìè ìåòîäàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ðåàëèçàöèè ïîñòàâëåííîé öå-

ëè è çàäà÷, îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà:
- ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ;
- ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ;
- êîíòðîëü çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ, ïðèîáðåòåííûõ ñòóäåíòàìè

â ïðîöåññå ðàáîòû íàä êóðñîì.
Ïðè èçó÷åíèè êóðñà èñïîëüçóþòñÿ ìàòåðèàëû äèñöèïëèíû ¾Ìà-

òåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿: ñâåäåíèÿ î ìíîæåñòâàõ, îòíîøåíèÿ, îòîáðà-
æåíèÿ è ôóíêöèè.

Ïîñîáèå ïðèçâàíî ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â áîëåå ãëóáîêîì, äåòàëüíîì
óñâîåíèè ñëîæíîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ïîýòîìó äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé òùàòåëüíî ðàçîáðàíû è èçëîæåíû.

Òàêæå â ïîñîáèè äàåòñÿ ñïèñîê íåîáõîäèìîé äëÿ èçó÷åíèÿ ëè-
òåðàòóðû, çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ñïèñîê âîïðîñîâ
ê ýêçàìåíó, êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà, ïðèìåðíàÿ òåìàòèêà ðåôåðàòîâ è
êóðñîâûõ ðàáîò, ðàáî÷àÿ ïðîãðàììà êóðñà.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ êóðñà ñòóäåíò äîëæåí çíàòü:
- îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû è êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà, èõ

ñâîéñòâà;
- îñíîâû òåîðèè ãðàôîâ: ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ, âèäû ãðàôîâ,

èõ ñâîéñòâà;
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- îñíîâû òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé: ñïîñîáû çàäàíèÿ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì, ñîâåðøåííûå íîðìàëü-
íûå ôîðìû, çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé, êðèòåðèé ïîëíîòû
ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé;

Ïðîãðàììà êóðñà

Ïîÿñíèòåëüíàÿ çàïèñêà
Ïðîãðàììà êóðñà ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ

ñòóäåíòîâ 4 êóðñà î÷íîãî îòäåëåíèÿ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè
¾Ìàòåìàòèêà¿.

Êóðñ ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ ÷èòàåòñÿ ñòóäåíòàì ÷åòâåðòîãî
êóðñà è îáåñïå÷èâàåò îñâîåíèå èìè îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èäåé è ìåòî-
äîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå ïðèîáðåòåíèå ñòóäåíòàìè ïðàê-
òè÷åñêèõ íàâûêîâ ôîðìàëèçàöèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Êóðñ îïèðàåòñÿ íà êóðñ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿. Îí èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè èçó÷åíèè êóðñîâ ¾Îñíîâû ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿, ¾Áàçû äàí-
íûõ¿, ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿, à òàêæå â ñïåöêóðñàõ è ñïåöñå-
ìèíàðàõ.

Êóðñ ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ ÷èòàåòñÿ â ñåäüìîì ñåìåñòðå.
Îáùèé îáúåì êóðñà - 90 ÷., èç íèõ ëåêöèè - 36 ÷., ïðàêòè÷åñêèå
(ëàáîðàòîðíûå) çàíÿòèÿ - 18 ÷., ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ -
36 ÷.

Â òå÷åíèå îáó÷åíèÿ ïðîâîäÿòñÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà è ýêçàìåí.
Êðîìå ýòîãî ñòóäåíòàì ïðåäëàãàþòñÿ òåìû äëÿ ðåôåðàòîâ è êóð-

ñîâûõ ðàáîò.

Ñîäåðæàíèå

Òåìà 1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè. Ðàçìåùåíèÿ, ïåðåñòàíîâêè, ñî-
÷åòàíèÿ. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû è èõ
ñâîéñòâà. Ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷å-
íèÿ.

Òåìà 2. Îïðåäåëåíèå è ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Óïîðÿäî÷åíèå äâîè÷íûõ íàáîðîâ. Îïðåäåëåíèå è ìåòîäû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. ×èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé ôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè. Óíàðíûå è áèíàðíûå áóëåâû ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå
òåðìîâ. Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ òåðìîì. Ýêâèâàëåíòíîñòü òåðìîâ.
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Îñòàòî÷íûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Ëåì-
ìû î ïîäñòàíîâêå è çàìåíå. Äâîéñòâåííûå ôóíêöèè è äâîéñòâåííûå
òåðìû. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìîâ
íàä ìíîæåñòâîì áèíàðíûõ ôóíêöèé.

Òåìà 3. Ðàçëîæåíèå è êàíîíè÷åñêèå ôîðìû áóëåâûõ ôóíêöèé. Òå-
îðåìà î ðàçëîæåíèè ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû
áóëåâûõ ôóíêöèé: ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà,
ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ñîâåðøåííàÿ ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ êîíúþíêòèâíî-íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ïîëèíîì Æåãàë-
êèíà. Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì.

Òåìà 4. Çàìêíóòîñòü è ïîëíîòà ìíîæåñòâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Çà-
ìûêàíèå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ëåì-
ìà î ñâîäèìîñòè áàçèñîâ. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ, ñîõðàíÿþùèõ 0 è
ñîõðàíÿþùèõ 1. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà ìî-
íîòîííûõ ôóíêöèé. Ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè. Çàìêíóòîñòü ìíî-
æåñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Ëèíåéíûå ôóíêöèè. Çàìêíó-
òîñòü ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ëåììû î íåìîíîòîííîé ôóíê-
öèè, î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, î íåëèíåéíîé ôóíêöèè. Ïîëíûå
ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Êðèòåðèé Ïîñòà ïîëíîòû ìíîæåñòâà
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåìà 5. Îïðåäåëåíèå è ñïîñîáû çàäàíèÿ ãðàôîâ. Ïñåâäîãðàôû,
ãðàôû. Ñïîñîáû çàäàíèÿ. Îïåðàöèè íàä ãðàôàìè. Èçîìîðôèçì ãðà-
ôîâ. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Ñâÿçíîñòü ãðàôîâ. Çàäàíèå ãðàôîâ
ïðîñòðàíñòâåííîé äèàãðàììîé áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.

Òåìà 6. Ïëàíàðíîñòü è ðàñêðàñêà ãðàôîâ. Ïëîñêèå è ïëàíàðíûå
ãðàôû. Òåîðåìà Ýéëåðà. Ãîìåîìîðôèçì ãðàôîâ. Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-
Êóðàòîâñêîãî. Ðàñêðàñêà ãðàôîâ. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà. Ëåì-
ìà î ñóùåñòâîâàíèè âåðøèíû ñòåïåíè íå áîëåå 5. Òåîðåìà î ïÿòè
êðàñêàõ.

Òåìà 7. Ñåòè. Ïîòîêè â ñåòÿõ. Äâóäîëüíûå ãðàôû. Òåîðåìà Õîëëà
î ïàðîñî÷åòàíèè â äâóäîëüíîì ãðàôå. Íàïðàâëåííûå ãðàôû. Îïðå-
äåëåíèå ñåòè. Ïîòîêè â ñåòÿõ. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà î ìàêñè-
ìàëüíîé âåëè÷èíå ïîòîêà â ñåòè.

Òåìà 8. Äåðåâüÿ. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèÿõ ïîíÿòèÿ
äåðåâà. Íóìåðîâàííûå äåðåâüÿ. Òåîðåìà Êþëè î ÷èñëå äåðåâüåâ ñ
çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè.

Òåìà 9. Îáõîäû ãðàôîâ. Ýéëåðîâû öèêëû è ýéëåðîâû ãðàôû.
Êðèòåðèé ýéëåðîâîñòè ãðàôà. Ãàìèëüòîíîâû öèêëû è ãàìèëüòîíî-
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âû ãðàôû. Ïðèçíàê ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà.

Íàçâàíèå òåì, îáúåì â ÷àñàõ
� Íàçâàíèå òåì ëåêöèè ïðàêò ñàì. ðàá. âñåãî
1 Ýëåìåíòû êîìáèíà-

òîðèêè
4 2 4 10

2 Îïðåäåëåíèå è
ìåòîäû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé

4 2 4 10

3 Ðàçëîæåíèÿ è êà-
íîíè÷åñêèå ôîðìû
áóëåâûõ ôóíêöèé

4 2 4 10

4 Çàìêíóòîñòü è ïîë-
íîòà ìíîæåñòâ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé

4 2 4 10

5 Îïðåäåëåíèå è ñïî-
ñîáû çàäàíèÿ ãðà-
ôîâ

4 2 4 10

6 Ïëàíàðíîñòü è ðàñ-
êðàñêà ãðàôîâ

4 2 4 10

7 Ñåòè. Ïîòîêè â ñå-
òÿõ

4 2 4 10

8 Äåðåâüÿ 4 2 4 10
9 Îáõîäû ãðàôîâ 4 2 4 10

Âñåãî 36 18 36 90

Ñïèñîê òåì ðåôåðàòîâ è êóðñîâûõ ðàáîò.

Òåìû ðåôåðàòîâ:
1. Ãðàôû
2. Äåðåâüÿ
3. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé â áàçèñå

{&,∨,−}. Ìåòîä Ëóïàíîâà
4. ×èñëà Ñòèðëèíãà
5. ×èñëà Ýéëåðà
6. ×èñëà Áåëëà
7. Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
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8. Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
Òåìû êóðñîâûõ ðàáîò:
1. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé
2. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé áåñïîâòîðíûìè òåðìàìè
3. Çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé
4. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé â êëàññå ÄÍÔ
5. Ðàçëîæåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé â ðÿäû è êàíîíè÷åñêèå ïîëèíî-

ìèàëüíûå ôîðìû
6. Ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

Âîïðîñû ê ýêçàìåíó

1. Ðàçìåùåíèÿ, ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ - îñíîâíûå êîìáèíàòîð-
íûå ôîðìóëû.

2. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Áèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà.
3. Îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà.
4. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ - èñêëþ÷åíèÿ.
5. Óïîðÿäî÷åíèå äâîè÷íûõ íàáîðîâ. Îïðåäåëåíèå è ìåòîäû ïðåä-

ñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé. ×èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé ôèêñèðîâàí-
íîé ðàçìåðíîñòè.

6. Óíàðíûå è áèíàðíûå áóëåâû ôóíêöèè.
7. Îïðåäåëåíèå òåðìîâ. Çíà÷åíèå, ãëóáèíà, ìíîæåñòâî ïåðåìåí-

íûõ òåðìîâ. Ìíîæåñòâî ïîäòåðìîâ. Ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿñÿ òåð-
ìîì, ýêâèâàëåíòíîñòü òåðìîâ. Óïîðÿäî÷åííûå òåðìû.

8. Îñòàòî÷íûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå àðãóìåíòû.
Ëåììà î ñóùåñòâåííîì àðãóìåíòå.

9. Ëåììû î ïîäñòàíîâêå è çàìåíå.
10. Äâîéñòâåííûå ôóíêöèè è äâîéñòâåííûå òåðìû. Ïðèíöèï äâîé-

ñòâåííîñòè.
11. Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè òåðìîâ íàä ìíîæåñòâîì áèíàðíûõ

ôóíêöèé.
12. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì. Êîíúþíê-

òèâíûå, äèçúþíêòèâíûå è ïîëèíîìèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî
ïåðåìåííûì.

13. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû áóëåâûõ ôóíêöèé: ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ.
14. Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû áóëåâûõ ôóíêöèé: ÑÏÊÍÔ è ÏÆ.
15. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíèÿ è ëåì-

ìû äëÿ ìíîæåñòâ, ñîõðàíÿþùèõ 0 è ñîõðàíÿþùèõ 1.

60



16. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíèÿ è ëåì-
ìû äëÿ ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

17. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíèÿ è ëåì-
ìû äëÿ ìíîæåñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

18. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíèÿ è ëåì-
ìû äëÿ ìíîæåñòâà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

19. Êðèòåðèé ïîëíîòû ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé.
20. Ïñåâäîãðàôû, ãðàôû. Ñïîñîáû çàäàíèÿ. Èçîìîðôèçì ãðàôîâ.

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû.
21. Çàäàíèå ãðàôîâ äèàãðàììàìè. Çàäàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé äèà-

ãðàììîé áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.
22. Ïëîñêèå è ïëàíàðíûå ãðàôû. Òåîðåìà Ýéëåðà.
23. Äâà ïðèìåðà íå ïëàíàðíûõ ãðàôà. Ãîìåîìîðôèçì ãðàôîâ.

Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà - Êóðàòîâñêîãî (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
24. Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè âåðøèíû ñòåïåíè íå áîëåå 5.
25. Òåîðåìà î ïÿòè êðàñêàõ.
26. Ñåòè. Ïîòîêè â ñåòÿõ. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
27. Äåðåâüÿ. Òåîðåìà î ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèÿõ ïîíÿòèÿ äåðåâà.
28. Íóìåðîâàííûå äåðåâüÿ. Òåîðåìà Êýëè .
29. Ýéëåðîâû ãðàôû. Êðèòåðèé.
30. Ãàìèëüòîíîâû ãðàôû. Ïðèçíàê.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Âàðèàíò 1.
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 28 êîñòåé äîìèíî ìîæíî âûáðàòü äâå

êîñòè òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî ïðèëîæèòü äðóã ê äðóãó?
2. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ

1000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 6, 10 è 15.
3. Äëÿ ôóíêöèè f = (01000111) íàéòè ÑÄÍÔ, ÑÊÍÔ è ïîëèíîì

Æåãàëêèíà.
4. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ïîëíîòû, óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëåäó-

þùåå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé {&,→, (01110001)} ïîëíûì.
5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû áîëüøå

åäèíèöû, òî â íåì åñòü öèêë.
Âàðèàíò 2.
1. Áðîñàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò

óïàñòü òàê, ÷òî ëèáî âñå îêàçàâøèåñÿ ââåðõó ãðàíè îäèíàêîâû, ëèáî
âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íû?
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2. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
1000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 3, 5 è 7.

3. Äëÿ ôóíêöèè f = (01000111) íàéòè ÑÄÍÔ, ÑÊÍÔ è ïîëèíîì
Æåãàëêèíà.

4. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ïîëíîòû, óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëåäó-
þùåå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé {∨,→, (11100010)} ïîëíûì.

5. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîì äåðåâå ñ n ≥ 2 âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ
íå ìåíåå äâóõ âèñÿ÷èõ âåðøèí.
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