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Введение

Актуальность исследования. В настоящее время актуальны мате-
матические модели, описывающие процессы в эмерджентных динамических
системах. Для многих таких систем математическая модель, представимая
в виде совокупности дифференциальных, интегро-дифференциальных или
интегральных уравнений с алгебраическими связями, является важнейшим
инструментом научных исследований. Многообразие динамических систем в
энергетике, в том числе разнонаправленность задач моделирования, вклю-
чающих апостериорную диагностику, прогнозирование, а также разработку
систем контроля и управления, предопределяет неизменный интерес к разви-
тию математического моделирования нелинейных динамических систем типа
«вход-выход».

Актуальность темы исследования подчеркивается важностью приклад-
ных задач, связанных с моделированием и идентификацией нелинейной ди-
намики технических объектов энергетики. В частности, в условиях, когда ос-
нову энергетики Российской Федерации составляют тепловые электрические
станции, а темпы обновления их фондов остаются низкими, особую значи-
мость приобретает разработка и применение эффективных численных мето-
дов. Эти методы позволяют не только упростить сложные математические
модели, разработанные ранее, но и обеспечить высокую точность и быст-
родействие при решении задач, связанных с управлением и оптимизацией
режимов функционирования энергетических систем.

Интегральные модели, представленные в диссертационной работе, осно-
ваны на использовании интегро-степенных рядов Вольтерра [48], пристальное
внимание к которым в научных публикациях обусловлено разносторонними
исследованиями: от прикладных задач в сфере машинного обучения до тео-
ретических – в области математического моделирования. В условиях неста-
ционарности динамических процессов, когда x(t) , y(t) – скалярный вход и
выход соответственно, зависящие от времени t , нелинейный характер связи
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выхода y(t) и входа x(t) определяется как

y(t) = P [x(t)] ≡
∞∑
n=1

t∫
t0

...

t∫
t0

Kn(t, s1, ..., sn)
n∏
k=1

x(sk)dsk, t ∈ [t0, T ]. (В.1)

Здесь оператор P [x(t)] – причинный (или вольтерровый). Подынтегральную
функцию Kn называют ядром Вольтерра. Полагаем, что свойства динамиче-
ской системы неизменны за временно́й промежуток [t0, T ] . Тогда ядра Воль-
терра (переходные характеристики динамической системы) зависят лишь от
разности аргументов t− sk , k = 1, n , следовательно, вместо (В.1) имеем

ŷ(t) =
∞∑
n=1

t∫
t0

...

t∫
t0

K̂n(s1, ..., sn)
n∏
k=1

x(t− sk)dsk, t ∈ [t0, T ], (В.2)

где ядра K̂n симметричны по всем переменным.
Несмотря на большое прикладное значение данного математического ап-

парата и множество разработанных методов применения (В.1), (В.2) для мо-
делирования нелинейной динамики во временно́й области, остается немало
нерешенных задач. Это сопряжено с появлением новых технических возмож-
ностей и возросшими требованиями к точности численного решения динами-
ческой задачи и к быстродействию алгоритмов в «реальном масштабе време-
ни», а также со сложностью решения обратных задач (идентификации ядер
Вольтерра в (В.1), (В.2) и входного сигнала x(t) , обеспечивающего требуе-
мый отклик динамической системы y(t) ).

Актуальность исследуемой диссертационной работы определяется новы-
ми классами многомерных интегральных уравнений Вольтерра I рода, ис-
пользуемых для построения динамических моделей, модификацией числен-
ных методов решения обратных задач восстановления переходных характе-
ристик и входных сигналов, а также применением эффективных вычисли-
тельных алгоритмов в задаче моделирования динамики теплотехнического
оборудования.

Степень изученности и разработанности проблемы.

Обратные задачи математической физики, возникающие при матема-
тическом моделировании динамики теплофизических объектов, относятся к
некорректно поставленным задачам [115]. Основы этого направления были
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заложены в классических работах А.Н. Тихонова [114; 117], М.М. Лаврентье-
ва [71–74] и В.К. Иванова [62; 63], а также их учеников и последователей. От-
метим наиболее близких к теме диссертационной работе авторов: А.Л. Агеев
и В.В. Васин [43], А.С. Апарцин и А.Б. Бакушинский [19; 23; 26; 27; 86; 132],
А.А. Асанов [134], М.В. Булатов [35–37], А.Л. Бухгейм и М.В. Клибанов [39–
41; 137], Ю.Е. Воскобойников [50; 54], А.М. Денисов [60], В.С. Сизиков [97],
W. Gear [145], P.K. Lamm [148].

Применение таких важных инструментов в задаче моделирования нели-
нейной динамики, как интегро-степенные ряды Вольтерра, рассматривалось
В.А. Вениковым и О.А. Сухановым [45], А.М. Дейчем [59], В.Д. Павлен-
ко [82–84], Ю.С. Попковым [85], К.А. Пупковым [87; 88], В.А. Капалиным [66],
Н.А. Магницким [75], S.A. Belbas [138], W. Greblicki [146], V.Z. Marmarelis
[152], H.L. Van Trees [42; 166] и др.

Существенную роль при описании динамических (развивающихся [56])
систем играют линейные уравнения вольтерровского типа с двумя перемен-
ными пределами интегрирования. Данный класс «неклассических» интеграль-
ных уравнений связан с задачей идентификации ядер Вольтерра. Качествен-
ным анализом и поисками численного решения этих уравнений занимались
А.С. Апарцин [16; 22; 24; 131], А.А. Асанов и М.И. Иманалиев [64], В.А. Бо-
ева и Ю.Е. Воскобойников [31; 170], М.Н. Ботороева и М.В. Булатов [33],
И.В. Бойков [32], И.В. Сидлер [25], Д.Н. Сидоров [93; 94], С.В. Солодуша [102],
А.Н. Тында [118–120; 164], Р.Г. Флейк [122], Ю.П. Яценко [125] и др. Исследо-
ваниям полиномиальных уравнений Вольтерра I рода и их систем посвящены
работы А.С. Апарцина [21; 133], Е.В. Марковой и М.В. Булатова [34], С.В. Со-
лодуши и В.А. Спиряева [106; 108], Д.Н. Сидорова и Н.А. Сидорова [96], S.A.
Belbas и Yu. Bulka [138] и др.

К настоящему времени теория указанных классов уравнений недостаточ-
но развита. В диссертации рассматриваются новые виды уравнений Вольтер-
ра I рода и их систем, возникающие в задачах непараметрической идентифи-
кации нелинейной динамики во временно́й области.

Цель работы. Данное исследование ориентировано на применение но-
вого подхода к моделированию нелинейной динамики систем с векторным
входом для исследования теплофизических процессов в условиях неполной
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априорной информации. Ключевая идея состоит в построении математиче-
ских моделей на основе допустимого семейства тестовых сигналов из класса
кусочно-линейных функций. В основе верификации данного подхода лежит
использование реальных параметров эксплуатационных режимов теплотех-
нических объектов.

Основные задачи исследования диссертационной работы:
1. Сравнительный анализ подходов к описанию и прогнозированию нели-

нейной динамики систем типа «вход-выход» с акцентом на обратные задачи
непараметрической идентификации в условиях неполной априорной инфор-
мации. Развитие методики построения математических моделей на основе
новых классов уравнений Вольтерра I рода с двумя переменными пределами
интегрирования и привлечением квадратурных численных методов, облада-
ющих свойством саморегуляризации.

2. Модификация методов приближенного решения линейных многомер-
ных уравнений Вольтерра I рода с предысторией в задаче идентификации
несимметричных ядер.

3. Исследование разрешимости разностных схем для систем линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ), возникающих в задаче идентификации
ядер Вольтерра. Качественный анализ нелинейных систем интегральных урав-
нений вольтерровского типа, связанных с задачей восстановления векторного
входного сигнала.

4. Создание программного обеспечения для модификации существующе-
го подхода численного моделирования, анализ области применимости разра-
ботанных вычислительных алгоритмов.

5. Апробация созданных методик и программных средств с целью числен-
ного моделирования откликов объектов теплоэнергетики. В качестве выход-
ных сигналов рассмотрены: изменение энтальпии в элементе теплообменного
аппарата, а также изменения температуры и давления в конденсаторе и по-
догревателе низкого давления пароводяного тракта энергоблока Назаровской
ГРЭС мощностью 135 МВт.

Объектом исследования в диссертационной работе являются новые
классы уравнений Вольтерра I рода в задаче непараметрической идентифи-
кации математических моделей и алгоритмы автоматического регулирования
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динамики теплотехнических объектов на примере цифровой тени крупной
электроэнергетической системы в условиях неполной априорной информа-
ции.

Предметом исследований являются численные методы, вычислитель-
ные алгоритмы, программное обеспечение для решения задач непараметриче-
ской идентификации и моделирования нелинейной динамики элементов теп-
лоэнергетических установок, основанные на применении интегральных урав-
нений вольтерровского типа.

Методология и методы исследования. Численное моделирование ди-
намики детерминированных устройств теплоэнергетики выполнено на осно-
ве теории интегральных и дифференциальных уравнений, функционально-
го анализа, методов вычислительной математики. Изучение качественных
свойств вычислительных алгоритмов проводилось в рамках теории условно-
корректных задач, методов линейной алгебры, математического анализа и
комбинаторики. Технология математического моделирования опиралась на
основы методов компьютерного моделирования, системный анализ, статисти-
ческие методы анализа данных.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Предложен подход к построению разностных аналогов интегральных
моделей на основе новых классов интегральных уравнений Вольтерра I рода и
устойчивых численных методов, направленных на создание инструментария
для построения математических моделей.

2. Модифицированы методы приближенного решения линейных много-
мерных уравнений вольтерровского типа с предысторией для задач иденти-
фикации ядер.

3. Дополнен и развит инструментарий численных методов решения СЛАУ
при идентификации квадратичных полиномов Вольтерра в случае кусочно-
линейных входных сигналов. Исследована разрешимость нелинейных систем,
возникающих в задаче восстановления векторного сигнала.

4. Создано программное обеспечение для модифицированных подходов
к численному моделированию нелинейной динамики в условиях векторного
входного сигнала, выявлены области применения предложенных вычисли-
тельных алгоритмов.
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5. Выявлена эффективность разработанных численных методов и алго-
ритмов реализованных в виде модифицированного ПВК «Динамика» для
моделирования нестационарной динамики изменения энтальпии на выходе в
элементе теплообменного аппарата, а также изменений температуры и давле-
ния в выделенном локальном участке теплотехнического оборудования энер-
гоблока Назаровской ГРЭС.

Научная новизна полученных результатов работы основана на моди-
фикации и развитии методов и моделей описания нелинейной динамики с
опорой на интегральные уравнения вольтерровского типа:

1. Усовершенствован метод моделирования нестационарной динамики,
базирующийся на устойчивых алгоритмах идентификации нелинейных де-
терминированных систем с неполной априорной информацией. Ключевое от-
личие состоит в привлечении новых классов уравнений Вольтерра I рода с
двумя переменными пределами интегрирования при учете технических осо-
бенностей теплофизических устройств.

2. Модифицированы численные методы решения линейных многомер-
ных уравнений вольтерровского типа в задаче идентификации стационар-
ных несимметричных ядер с учетом запаздывания измерений в зарегистри-
рованном сигнале. Выполнено обобщение приближенных методов решения
одномерных интегральных уравнений Вольтерра I рода с предысторией на
многомерный случай.

3. Впервые выделены и исследованы специальные типы СЛАУ в зада-
че численной идентификации квадратичного полинома Вольтерра в случае
кусочно-линейных тестовых сигналов. Доказаны новые теоремы о разреши-
мости задачи восстановления векторного входного сигнала для нелинейных
систем интегральных уравнений Вольтерра I рода, формирование которых
выполнено с учетом размерности отклика динамического объекта.

4. Реализованы предложенные вычислительные алгоритмы для модифи-
кации программно-вычислительного комплекса (ПВК) «Динамика» в виде
модулей непараметрической идентификации ядер Вольтерра. Выделены но-
вые области применимости предлагаемых алгоритмов в задаче моделирова-
ния динамики элемента теплообменной установки.

5. Предложенные методики и программное обеспечение были апробиро-
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ваны на тестовых примерах в рамках численного моделирования нелинейной
динамики теплотехнического оборудования крупной электроэнергетической
системы в случае векторного входного сигнала.

Теоретическая значимость. В диссертационной работе теоретически
развита технология идентификации математической модели типа «вход-вы-
ход» для нелинейных динамических систем, допускающих тестовые входные
сигналы из класса кусочно-линейных функций (доказательство невырожден-
ности СЛАУ, исследование качественных свойств численных решений новых
классов уравнений Вольтерра I рода). Выделен новый класс нелинейных ин-
тегральных моделей на базе полиномиальных уравнений Вольтерра I рода,
связанных с задачей идентификации входных сигналов, обеспечивающих при
заданных переходных характеристиках требуемый выходной сигнал. Предло-
женные подходы предоставляют единый универсальный аппарат непарамет-
рической идентификации нестационарных динамических объектов с вектор-
ным входом.

Практическая значимость.

1. Полученные в работе результаты вносят значимый вклад в теорию
и методы математического моделирования нелинейной динамики систем ти-
па «вход-выход» на основе нестационарных полиномов Вольтерра в случае
векторных входных сигналов. Созданные универсальные методы построения
интегральных моделей учитывают технические особенности объектов тепло-
энергетики и базируются на физически реализуемых тестовых входных сиг-
налах из класса кусочно-линейных функций.

2. Разработанные численные схемы решения новых классов интеграль-
ных уравнений Вольтерра I рода на основе кусочно-линейных сигналов с по-
мощью метода Product Integration имеют превосходство по скорости сходи-
мости в сравнении с классическими методами второго порядка точности.

3. Предложенная интегральная модель в задаче идентификации входных
сигналов, основанная на комбинации полиномов различного порядка, позво-
ляет использовать отклики динамической системы, имеющие единую физи-
ческую природу.

4. Реализованные алгоритмы и программное обеспечение могут служить
основой для создания автоматизированных компьютерных систем для моде-
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лирования нелинейной динамики теплообменного аппарата и оборудования
локального участка пароводяного тракта энергоблока Назаровской ГРЭС.
Созданное программное обеспечение встроено в модифицированную версию
ПВК «Динамика» для численного моделирования нелинейной динамики ши-
рокого класса технических систем.

Обоснованность и достоверность результатов диссертации. Кор-
ректность полученных результатов подтверждается использованием элемен-
тов теории математического моделирования и системного анализа, а также
соответствующими математическими выкладками и выводами, сформулиро-
ванными в виде теорем. Достоверность разработанного математического ин-
струментария подтверждается адекватностью используемых в работе дина-
мических закономерностей предметной области, верификацией при решении
модельных задач и при расчетах с экспериментальными данными, получен-
ными различными исследовательскими группами, в том числе в ИСЭМ СО
РАН.

Соответствие паспорту специальности. Выносимые на защиту поло-
жения соответствуют следующим пунктам паспорта научной специальности
1.2.2. Математическое моделирование, численные методы и комплексы про-
грамм:

Пункт 1. Разработка новых математических методов моделирования объ-
ектов и явлений (физико-математические науки) (положения № 1, 2 диссер-
тационной работы).

Пункт 2. Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычис-
лительных методов с применением современных компьютерных технологий
(положение № 3 диссертационной работы).

Пункт 3. Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в
виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вы-
числительного эксперимента (положения № 4, 5 диссертационной работы).

В диссертации присутствуют оригинальные результаты из трех областей:
1. Математическое моделирование. Созданы математические модели эле-

ментов пароводяного тракта Назаровской ГРЭС в случае векторного входно-
го сигнала, состоящего из расходов воды и пара на входе в конденсатор и
подогреватель низкого давления. Разработан новый математический метод
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построения моделей нестационарных динамических процессов в виде квад-
ратичных полиномов Вольтерра на основе векторных входных сигналов из
класса кусочно-линейных функций. В задаче восстановления входных сигна-
лов предложен набор тестовых моделей на основе систем полиномиальных
уравнений Вольтерра с использованием априорной информации о скалярно-
сти выходного сигнала.

2. Численные методы. Предложен подход для поиска численного решения
многомерных интегральных уравнений, который развивает классический ме-
тод шагов, разработанный для одномерного случая. Для новых классов урав-
нений осуществляется поиск численного решения с использованием квадра-
турных методов второго порядка (метод средних прямоугольников) и метода
типа Рунге-Кутта, имеющего третий порядок.

3. Комплексы программ. Предложен и реализован быстродействующий
программный комплекс, включающий универсальный алгоритм идентифика-
ции несимметричных ядер Вольтерра. Метод построения интегральных мо-
делей учитывает зашумленость входных сигналов. Верификация результатов
имитационного моделирования теплообменных процессов основана на число-
вых значениях параметров теплообменных процессов цифровой тени энер-
гоблока Назаровской ГРЭС. Проведены вычислительные эксперименты на
основе имитационной модели элемента теплообменной установки.

Апробация результатов работы. Полученные в ходе выполнения дис-
сертационной работы результаты обсуждались на научных конференциях и
семинарах:

• всероссийские конференции: «Системные исследования в энергетике –
2019» (г. Иркутск, 2019); «Энергетика XXI века: устойчивое развитие и
интеллектуальное управление» (г. Иркутск, 2020); «Математическое и
компьютерное моделирование естественно-научных и социальных про-
блем» (г. Пенза, 2024); «Неустойчивые задачи вычислительной матема-
тики» (г. Иркутск, 2022, 2024);

• международные конференции: «Математика, её приложения и матема-
тическое образование» (г. Улан-Удэ, 2020, 2023); «Актуальные вопросы
архитектуры и строительства», посвященная 90-летию НГАСУ (г. Ново-
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сибирск, 2020); «Марчуковские научные чтения 2020» (МНЧ-2020), по-
священная 95-летию со дня рождения академика Гурия Ивановича Мар-
чука (г. Новосибирск, 2020); «Динамические системы и компьютерные
науки: теория и приложения» (г. Иркутск, 2021, 2022); «Computer Science
and Information Technologies» (Yerevan, Armenia, 2021); «Теория опти-
мального управления и приложения» (г. Екатеринбург, 2022); «XXXIII
Крымская осенняя математическая Школа-симпозиум по спектральным
и эволюционным задачам» (г. Симферополь, 2022);

• научные семинары: семинар отдела «Некорректные задачи анализа и
приложений» ФГБУН Института математики и механики им. Н.Н. Кра-
совского Уральского отделения Российской академии наук (ИММ УрО
РАН) (г. Екатеринбург, 2024), семинар отдела «Прикладная математи-
ка» ФГБУН Института систем энергетики им. Л.А. Мелентьева Сибир-
ского отделения Российской академии наук (ИСЭМ СО РАН) (г. Ир-
кутск, 2024), семинар Института математики, физики и компьютерных
наук (ИМФКН) ФГБОУ ВО «Бурятский государственный университет
имени Доржи Банзарова» (г. Улан-Удэ, 2025).

Результаты диссертационной работы и материалы исследований получе-
ны при поддержке грантов РНФ № 22-21-00409, № 22-11-00173. Практические
результаты использованы при реализации проектов по государственному за-
данию (проекты: № АААА-А17-117030310442-8, № АААА-А21-121012090034-
3), что подтверждено соответствующим актом об использовании результатов
диссертации.

Публикации по теме диссертационного исследования. Основное
содержание диссертации опубликовано в 14 научных статьях, из них 3 ста-
тьи – в рецензируемых научных журналах из перечня ВАК по специальности
1.2.2. или изданиях, индексируемых в базе Web of Science, категории К1; 7 – в
трудах конференций, индексируемых в базах WoS/Scopus; 4 – в иных издани-
ях. На компьютерные программы, используемые в вычислительных экспери-
ментах в рамках диссертационного исследования, получено 3 свидетельства
о государственной регистрации программ для ЭВМ.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех
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глав, заключения, списка использованных источников и двух приложений.
Основной текст диссертационной работы содержит 142 страницы, 18 рисунков
и 13 таблиц. Список литературы содержит 173 источника. В приложениях
приведены свидетельства о регистрации программ (приложение А), акт о
внедрении результатов диссертационного исследования (приложение Б).

Личный вклад. Текст диссертации не содержит заимствований без ссы-
лок на первоисточники, а также результатов, полученных в соавторстве без
упоминания авторов. В работах, опубликованных в соавторстве, соискате-
лю принадлежит разработка вычисленных методов, реализация численных
алгоритмов в виде программ для ЭВМ и верификация разработанного про-
граммного обеспечения, а также выполнение вычислительных экспериментов
в приложениях. Вклад автора в подготовку статей в соавторстве оценивается
как весомый. Теоретические результаты, связанные с полиномиальными ин-
тегральными уравнениями, получены совместно с С.В. Солодушей. В иссле-
дованиях, выполненных совместно с Ю.Е. Воскобойниковым и В.А. Боевой,
автор проводил вычислительные работы по применению сглаживающих ку-
бических сплайнов. В совместных работах с Э.А. Таировым, В.А. Спиряевым,
Е.В. Марковой автор провел реализацию вычислительного эксперимента и
верификацию результатов моделирования динамики участка пароводяного
тракта энергоблока Назаровской ГРЭС. Формулировки и доказательства тео-
рем, приведенные в диссертации, принадлежат соискателю. Конфликт инте-
ресов с соавторами отсутствует. Реализация ПВК «Численное решение одно-
мерного интегрального уравнения в задаче идентификации ядер Вольтерра
на базе кусочно-линейных тестовых сигналов», «Численное решение двумер-
ного интегрального уравнения Вольтерра I рода относительно несимметрич-
ного ядра методом Рунге-Кутта» выполнена автором лично.
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Глава 1. Анализ проблемы и постановка задач исследования

Математическое моделирование динамических систем на современном
этапе развития научно-технического прогресса играет ключевую роль в по-
нимании и прогнозировании сложных явлений. Передовые технологии, вклю-
чающие принципиально новые подходы и учитывающие взаимосвязанность
различных процессов, ставят перед исследователями задачи, требующие ин-
теграции знаний из разных областей, таких как физика, математика, инжене-
рия и информатика. Для адекватного описания динамических систем необхо-
димо использовать как дифференциальные, так и интегральные уравнения,
поскольку они способны охватывать широкий спектр явлений и учитывать
их динамику во времени.

Интегральные уравнения становятся особенно актуальными для анализа
динамики сложных технических систем, так как они позволяют эффектив-
но моделировать нелинейные взаимодействия в условиях неполной инфор-
мации (априорной неопределенности) о переменных и состоянии физическо-
го процесса в сравнении с традиционными дифференциальными уравнения-
ми [46]. Использование интегральных уравнений также способствует умень-
шению размерности задач (например, при решении краевых задач для урав-
нений Лапласа [121] и Гельмгольца [58] в трехмерных областях, в задачах Ди-
рихле [98] и Неймана [76]), что упрощает их решение. Таким образом, данный
математический аппарат может служить мощным инструментом для опи-
сания широкого класса физических явлений, в частности, распространение
тепла в средах с переменными свойствами, описание динамики электрических
сигналов в сложных цепях, моделирование волновых процессов в неоднород-
ных средах, анализ деформаций в анизотропных материалах, исследование
турбулентных течений жидкости и газа и т.д.

Несмотря на свои преимущества, при применении интегральных урав-
нений Вольтерра I рода как инструмента математического моделирования
возникает ряд трудностей. Как хорошо известно, данный класс интегральных
уравнений является частным случаем уравнения Фредгольма I рода [46]. Как
и для уравнений Фредгольма I рода, для уравнений Вольтерра I рода условие
корректности (по Адамару) может нарушаться (см, например, [68]). Соглас-
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но классическому определению [114], задача корректна на паре метрических
пространств (X, Y ) , если: решение существует ∀y ∈ Y , оно единственно и
является устойчивым (малые погрешности в Y вызывают малые отклонения
в X ).

Отметим, что если нарушается условие устойчивости при существовании
единственного решения (сколь угодно малые погрешности в правой части или
ядре (в метрике Y ) приводят к большим отклонениям решения (в метрике
X )), то такие задачи называются условно корректными или слабо неустой-
чивыми [131]. Как правило, уравнения Вольтерра I рода относят к классу
условно корректных задач, решение которых допускает применение методов
регуляризации М.М. Лаврентьева и А.С. Апарцина [46]. Отметим, что ха-
рактер неустойчивости в таких задачах идентичен неустойчивости в задаче
дифференцирования. Для решения таких задач применяют особые методы
регуляризации [17].

Сложности в решении интегральных уравнений Вольтерра I рода заклю-
чаются в выборе численных методов для их решения и учете возможных вы-
числительных ошибок. В вычислительной практике применяют различные
подходы, например, основанные на явных и неявных методах [35].

Значительное внимание должно быть уделено также вопросу сходимости
и устойчивости численных решений, особенно в условиях осциллирующих
ядер Вольтерра. Разработка эффективных алгоритмов для решения инте-
гральных уравнений вольтерровского типа становится критически важной,
поскольку различные области применения могут требовать уникальных под-
ходов и адаптации существующих методов.

1.1. Задачи идентификации динамических систем в контексте
математического моделирования

Математическое моделирование представляет собой метод исследования
реальных процессов и явлений путем их описания с помощью математиче-
ских структур – уравнений, алгоритмов, графов и других абстрактных объ-
ектов [69]. Как отмечают в своей работе А.Н. Тихонов и А.А. Самарский, ма-
тематическая модель является упрощенным представлением реального объ-
екта, сохраняющим его ключевые свойства и позволяющим проводить анализ
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и прогнозирование поведения системы [116].
В контексте математического моделирования особое значение приобрета-

ют обратные задачи, которые заключаются в определении неизвестных па-
раметров, коэффициентов или даже структуры системы по наблюдаемым
данным о ее поведении [1]. В отличие от прямых задач, где решение опре-
деляется при заданных начальных условиях и параметрах модели, обратные
задачи часто оказываются некорректно поставленными [44].

Частным случаем обратных задач является задача идентификации ди-
намической системы. Под этим термином в общем случае понимают опре-
деление переходных характеристик системы по экспериментальным данным
[89; 151]. В отличие от классических обратных задач математической физики,
где часто решается вопрос определения входных воздействий или начальных
условий, задачи идентификации фокусируются на построении самой модели
системы, что делает ее ключевым инструментом математического моделиро-
вания. Термин «идентификация» используется в отечественной научной лите-
ратуре более полувека в связи с задачами, для которых требуется построить
математическую модель по «информации о реакциях объекта на известные
внешние возмущения» [66].

В зависимости от способа представления модели, выделяют следующие
виды идентификации:

• Структурная идентификация – выбор самой структуры модели, напри-
мер, количество локальных моделей [38].

• Параметрическая идентификация – определение коэффициентов моде-
ли, структура которой считается известной, например, оценка парамет-
ров дифференциальных уравнений [61].

• Непараметрическая идентификация – восстановление функциональных
характеристик модели [66; 79].

Сложности идентификационного процесса требуют разработки специаль-
ных математических методов, способных работать с неполными данными и
учитывать специфику обратных задач [150]. Особую роль здесь играет вы-
бор класса моделей, адекватно описывающих поведение системы. В случае
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сложных динамических систем традиционные подходы, основанные на обык-
новенных дифференциальных уравнениях, часто оказываются недостаточны-
ми [136].

Для линейных стационарных систем задача непараметрической иденти-
фикации, как правило, сводится к решению интегрального уравнения Воль-
терра I рода с ядром типа свертки

y(t) =

t∫
0

K(t− s)x(s)ds, t ∈ [0, T ]. (1.1)

В статье [66] описаны подходы к решению (1.1), которые основаны на замене
некорректной задачи на «на близкую к ней, но корректную задачу»:

• с применением квадратурных методов, обладающих свойством саморе-
гуляризации (h -регуляризация Апарцина–Бакушинского);

• с использованием регуляризации по методу М.М. Лаврентьева;

• с применением метода наименьших квадратов.

Перечисленные подходы считаются классическими методами непараметри-
ческой идентификации. Некоторые авторы сочетают классические подходы
теории обратных задач с методами машинного обучения [139]. Такая интегра-
ция позволяет использовать априорную физическую информацию о системе,
работать с неполными и зашумленными данными, а также автоматизировать
процесс выбора структуры модели [154].

1.2. Полиномы Вольтерра в задачах идентификации и
моделирования нелинейных динамических систем

В диссертационной работе основное внимание будет акцентироваться на
аппарате интегро-степенных рядов Вольтерра (B.1), (B.2), которые впервые
были введены итальянским математиком Вито Вольтерра в 1887 году и опи-
саны в работе [48]. В этой работе также показано, что если P [x(t)] имеет
производную по Фреше любого порядка, то (B.1), (B.2) есть обобщение фор-
мулы Тейлора для функции n независимых переменных.



20

Ряд (B.1), (B.2) является мощным инструментом для описания динами-
ческих систем, позволяющим моделировать широкий спектр явлений в раз-
личных областях науки и техники, технологические процессы и динамику
нелинейных систем, представляемых в виде математических моделей типа
«вход-выход». Конечный отрезок интегро-степенного ряда Вольтерра (поли-
ном Вольтерра) можно представить в следующем виде [48]:

y(t) =
N∑
n=1

∑
1≤i1≤···≤in≤p

fi1,...,in(t), t ∈ [0, T ], (1.2)

где y(t) – скалярный отклик динамической системы, t – время. Функция
fi1,...,in(t) учитывает взаимодействие между компонентами входного сигнала
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xp(t))

T :

fi1,...,in(t) =

t∫
0

. . .

t∫
0

Ki1,...,in(t, s1, . . . , sn)
n∏
k=1

xk(sk) dsk, (1.3)

где Ki1,...,in – симметричные по s1, . . . , sn ядра Вольтерра при совпадающих
индексах i1, . . . , in . Ядра Вольтерра в (1.3) отражают нестационарный харак-
тер динамики технических (энергетических) объектов. В (1.3) t ∈ [0, T ] , при
этом отрезок [0, T ] трактуется как временно́й интервал, характеризующий
память системы.

Универсальность данного математического аппарата позволяет исследо-
вателям использовать (1.2), (1.3) в качестве инструмента для моделирования
различных физических и технологических процессов. Это особенно ценно в
таких областях, как теплофизика и электрофизика [28; 45; 65; 142; 143], где
интегро-степенные ряды Вольтерра используются для моделирования нели-
нейной динамики электрических систем и процессов теплопередачи.

В аудиосистемах часто требуется анализ нелинейных характеристик. На-
пример, в статье [153] рассматривается применение рядов Вольтерра для по-
строения модели с целью исследования изменений нелинейных искажений
звука в аудиосистемах. Как результат, автор статьи [153] получает упрощен-
ную модель, которая на порядок уменьшает расчеты, при этом показано, что
модель хорошо работает для слабых искажений, но менее точна для силь-
ных нелинейностей, что подтверждается экспериментами. Аналогично, в ста-
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тье [165] применение рядов Вольтерра позволяет построить модель, описыва-
ющую процесс нелинейного искажения спектра звукового сигнала. При этом
используется упрощенный подход, основанный на применении только значе-
ний функции K(t, s1, . . . , sn) для некоторых s1 = s2 = · · · = sn , что позволя-
ет уменьшить вычислительную сложность. Однако такое упрощение может
привести к потере точности при описании сложных нелинейных эффектов.
Как отмечают авторы [165], такой подход дает удовлетворительные результа-
ты для систем со слабыми нелинейностями. Далее, в работе [147] исследуется
моделирование нелинейных аудиоэффектов с применением рядов Вольтерра.
Ядра определяются методом кросс-корреляционного анализа с использовани-
ем белого шума, что позволяет выделять нелинейные компоненты, но требует
точного подбора дисперсии входного сигнала для достоверных результатов.
Автор статьи [147] сравнивает модели разного порядка N в (1.2) на примере
простой системы. Подобным образом автор [147] с помощью рядов Вольтерра
и анализа ошибок проводит анализ степени нелинейности системы.

Авторы работы [144] применяют интегральные уравнения Вольтерра и
Винера для построения модели динамики нелинейных искажений в графи-
ческих устройствах и анализа рецептивных полей нейронов в нейробиоло-
гии. Используя полиномиальные ядра в гильбертовом пространстве, они раз-
работали метод, позволяющий эффективно оценивать сложные нелинейные
системы без экспоненциального роста вычислительной сложности. В резуль-
тате авторам [144] удалось точно восстановить параметры систем, включая
скрытые нелинейные взаимодействия, даже при наличии шума и высокой
размерности данных.

В области фильтрации сигналов также применяются методы, основанные
на рядах Вольтерра. Например, в статье [95] разработан адаптивный фильтр,
основанный на квадратичном отрезке (1.2), (1.3), для обработки нелинейных
сигналов с помехами (шумами). Алгоритм сочетает линейную и квадратич-
ную фильтрацию, минимизируя ошибку даже при неточных исходных дан-
ных. Автором работы [95] показано, что фильтр устойчив к шумам и из-
менениям параметров, что подтверждено моделированием для гауссовских
сигналов.

В статье [126] предложена простая модель транзистора для детектиро-
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вания высокочастотных сигналов, в основе которой лежат ряды Вольтерра.
В данной работе ядра Вольтерра интерпретируются как физические харак-
теристики. При этом эффективность данной модели была подтверждена на
примерах. Также авторы [126] показали, что их модель не только описывает
работу детекторов, но и может быть использована для целей анализа функ-
ционирования оборудования.

В статьях [123; 124] рассматривается модель глазодвигательной системы,
основанная на аппарате интегро-степенных рядов Вольтерра. В работе [124]
рассматривается скалярный случай входного сигнала, а работа [123] расши-
ряет [124] на векторный случай. Обе работы посвящены идентификации мо-
дели с привлечением метода, построенного на базе полиимпульсных сигналов
(с помощью функции Дирака) и описанного в работе [77]. Однако из-за того,
что динамика исходной модели, как правило, бывает гораздо сложнее, авто-
ры [123; 124] в исследованиях ограничиваются анализом отдельных участков
матриц переходных характеристик (ядер Вольтерра). В указанных статьях
авторы показали, что даже на отдельных фрагментах переходных характе-
ристик можно выявить ключевые нелинейные эффекты, характерные для
глазодвигательной системы.

В статье [135] интегро-степенные ряды Вольтерра применяются для моде-
лирования нелинейной аэродинамической системы с векторным входом (угол
атаки и вертикальная скорость) и скалярным выходом (аэродинамический
момент). Авторы отмечают, что введенные ими несимметричные ядра поз-
воляют учесть взаимное влияние компонент векторного входа. Сравнение с
расчетными данными показало, что предложенная модель адекватно описы-
вает нелинейное поведение системы.

Статья [67] посвящена разработке адаптивного фильтра на основе усечен-
ных полиномов Вольтерра с параллельными каскадами для улучшения каче-
ства передачи цифрового видео. Автор [67] предлагает реализовать построе-
ние полиномов высших порядков через параллельные структуры из каскадов
низших порядков, что повышает эффективность обработки видеосигналов в
условиях искажений, что подтверждается на примерах.

В работе [84] исследуется нелинейная динамика фотосинтетических ре-
акционных центров с помощью моделирования отклика на свет в виде по-
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линомов Вольтерра. Моделирование позволило авторам [84] выявить нали-
чие продолжительной «памяти» (нелинейные изменения в структуре систе-
мы, вызванные внешним воздействием и сохраняющиеся в течение заданного
времени, что влияет на ее дальнейший отклик) у биологического объекта,
что говорит о возможности более широкого применения аппарата интегро-
степенных рядов Вольтерра.

Прогнозирование нестационарных временных рядов [140] – еще одно важ-
ное применение интегро-степенных рядов Вольтерра; они используются для
анализа экономических данных, климатических изменений и других времен-
ных процессов, что позволяет строить более точные прогнозы и выявлять
скрытые закономерности.

В области идентификации нелинейных механических систем с учетом
больших смещений ряды Вольтерра играют ключевую роль в моделирова-
нии динамики системы магнитно-упругой балки, подверженной магнитному
взаимодействию. Эти системы демонстрируют сложные нелинейные характе-
ристики. В статье [167] рассматривается стохастическая методология иденти-
фикации, которая учитывает неопределенности и вариативность данных. Это
обеспечивает более точное моделирование нелинейных динамических свойств
и улучшает надежность идентификации систем.

Анализ существующих работ показывает, что большинство исследова-
ний ограничивается стационарными процессами со скалярным входом. Хотя
в работе [135] рассматривается векторный случай, нестационарность динами-
ки системы не учитывается – предполагается, что ее свойства неизменны по
времени. Авторы [135] не учитывают также возможную несимметричность пе-
реходных процессов, что ограничивает применимость метода для более слож-
ных случаев. Таким образом, в реальных задачах ключевое значение имеют
нестационарность (изменение переходных характеристик системы по време-
ни) и векторность входных воздействий.

В диссертационной работе рассматриваются полиномы Вольтерра, где
ядра явно зависят от времени, а также учитывается векторность входа, что
позволяет учесть влияние одновременного изменения входных сигналов на
выход динамической системы.

Отметим, что (1.2), (1.3) можно рассматривать с разных точек зрения
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относительно искомого результата. Это приводит к выделению нескольких
ключевых задач, каждая из которых требует различных подходов. Рассмот-
рим каждую из них подробнее.

1) Построение модели вида (1.3) означает решить обратную задачу –
идентификацию ядер Вольтерра Ki1,...,in при известных x(t) и y(t) (Рисунок
1.1).

Рисунок 1.1 – Блок-схема для задачи 1

Эта проблема является одной из самых сложных, так как требует ре-
шения задачи структурной идентификации (в частности, определения N в
верхнем пределе суммы (1.2)) и непараметрической идентификации – восста-
новления функций многих переменных Ki1,...,in . Успешная идентификация
ядер Вольтерра играет важную роль для адекватного описания и моделиро-
вания системы, позволяя не только оптимизировать ее поведение, но и улуч-
шить точность предсказаний. На практике при моделировании динамических
объектов опираются на значения технических параметров, например, высоту
(амплитуду) входных сигналов, длительность проведения эксперимента. По-
этому при дальнейшем тестировании моделей важно согласование данных,
используемых при идентификации, и данных произвольного сигнала на эта-
пе верификации.

Как правило, для этого используются дополнительные подходы, такие
как оптимизация амплитуд тестовых сигналов [133], которые ищут подхо-
дящие значения амплитуд тестовых сигналов, используемых при идентифи-
кации ядер, чтобы свести к минимуму разницу между реальным откликом
системы и вычисленным на основе построенных интегральных моделей. Кро-
ме того, стоит отметить, что применение статистических подходов, таких как
байесовская статистика, также может улучшить процесс идентификации, поз-
воляя учитывать неопределенности и вариации в данных.
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2) После построения модели вида (1.2), (1.3) можно сформулировать за-
дачу относительно восстановления входного сигнала x(t) , обеспечивающего
нужный (желаемый) нам отклик y(t) при заданных ядрах Ki1,...,in (Рисунок
1.2).

Рисунок 1.2 – Блок-схема для задачи 2

Эта задача относится к типу обратных задач, так как связана с обраще-
нием причинно-следственных связей.

Основой для формирования набора идентификационных моделей, кото-
рые аппроксимируют нелинейную динамику объекта (1.2), служат отклики
yим(t) (индекс «им» означает «имитационный») на тестовые сигналы x(t) .
При этом реакция моделей y(t) совпадает с откликом имитационных мо-
делей yим(t) . Предполагаем, что причинный (вольтерровый) оператор P в
уравнении

y(t) = P [x(t)] (1.4)

действует из C[0,T ] в
◦
C

(1)

[0,T ] , где
◦
C

(1)

[0,T ]
∆
= {y : y ∈ C

(1)
[0,T ] , y(0) = 0} . Таким

образом, задача (1.4) корректно сформулирована по Адамару на паре метри-

ческих пространств (C,
◦
C

(1)

[0,T ]) . Это, в свою очередь, обеспечивает существо-
вание, единственность и устойчивость решения (1.4) в пространстве непре-
рывных функций C[0,T ] . При этом важно отметить, что задача, корректная
на данной паре пространств, может оказаться некорректной на другой па-
ре [46].

3) Следующий тип задачи (после построения (1.2), (1.3)) состоит в поиске
выходного сигнала y(t) при известных Ki1,...,in и произвольных x(t) , т. е.
непосредственное применение модели (1.2), (1.3) (Рисунок 1.3). Такая задача
называется прямой. Она часто является первой ступенью при верификации
процедуры восстановления ядер, поскольку позволяет оценить последствия
известных воздействий.
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Рисунок 1.3 – Блок-схема для задачи 3

Для решения данной прямой задачи можно использовать численные ме-
тоды интегрирования, такие как метод трапеций или метод Симпсона, кото-
рые могут эффективно приближать решения, особенно в сложных системах.
Тем не менее, важно отметить, что прямые задачи могут быть подвержены
воздействию шумов и других искажений, что требует дополнительной обра-
ботки данных для повышения точности результатов.

1.3. Постановка задачи идентификации ядер Вольтерра

В данном пункте рассматривается задача идентификации переходных ха-
рактеристик с применением тестовых сигналов кусочно-линейного типа и те-
стовых сигналов из класса кусочно-постоянных функций.

1.3.1. Выбор тестовых сигналов из класса
кусочно-линейных функций

Рассмотрим более подробно уравнение вида (1.2),(1.3), когда параметры
N и p принимают значение 1. В результате имеем дело с классическим ин-
тегральным уравнением Вольтерра первого рода, записанным в следующем
виде:

t∫
0

K(t, s)x(s)ds = y(t), t ∈ [0, T ]. (1.5)

Здесь функция K(t, s) принадлежит классу непрерывных функций C∆ , где
∆ – область, заданная условием 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Уравнение (1.5) часто возникает в задачах управления [55], например,
при анализе систем с запаздыванием или в задачах идентификации управ-
ляющих воздействий по наблюдаемому отклику системы. Другими словами,
в этих задачах осуществляется поиск входного воздействия при известном
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отклике и переходных характеристиках.
Данный пункт посвящен задаче идентификации ядер Вольтерра при из-

вестных наборах x(t) , y(t) . Таким образом, под построением модели, соот-
ветствующей уравнению (1.5), будем понимать проведение идентификации
функции ядра K(t, s) .

Рассмотрим способ идентификации интегральной модели вида (1.5), ос-
нованный на использовании тестовых входов xν(t) :

x(t) ≡ xν(t) =


0, t ≤ 0,
t

ν
, 0 < t ≤ ν,

1, ν ≤ t,

(1.6)

где xν(t) – однопараметрическое семейство кусочно-линейных функций. Вхо-
дам xν(t) соответствует реакция объекта вида

f(t) ≡ fν(t) =

{
0, t = ν = 0,

g(t, ν), 0 < ν ≤ t,

где отклик fν(t) ∈ C(2)
∆ , ∆ = {t, ν : 0 ≤ ν ≤ t ≤ T} . Подстановка (1.6) в (1.5)

приводит к следующему интегральному уравнению Вольтерра I рода [158]:

ν∫
0

K(t, s)
s

ν
ds+

t∫
ν

K(t, s)ds = g(t, ν), (1.7)

решение которого находится по формулам [172; 173]:

K(t, ν) = − (2g′ν(t, ν) + νg′′ν2(t, ν)) , t, ν ∈ ∆. (1.8)

В статье [49] получены необходимые и достаточные условия, обеспечивающие
разрешимость (1.7) в классе непрерывных функций:

g(0, 0) = 0, g(t, ν) ∈ C(2)
∆ .

Теперь рассмотрим (1.2) и (1.3) в контексте стационарной системы. Будем
полагать, что ядро системы является функцией двух переменных, которая
явно не зависит от времени.

В предположении, что N = 2 и p = 2 , т. е. x(t) = (x1(t), x2(t))
T , урав-

нения (1.2) и (1.3) могут быть переписаны в следующем виде:
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y(t) =
2∑
i=1

t∫
0

Ki(s1)xi(t− s1)ds1+ (1.9)

+
2∑
i=1

i∑
j=1

t∫
0

t∫
0

Kji(s1, s2)xi(t− s1)xj(t− s2)ds1ds2, t ∈ [0, T ].

Ранее в работе [131] был предложен подход идентификации ядер K1 ,
K2 , K11 , K22 , который основан на применении тестовых сигналов в виде
комбинаций функций Хевисайда. Но прежде чем перейти к описанию ме-
тода, необходимо для (1.9) решить задачу декомпозиции, т. е. нужно найти
отклики f1(t) , f2(t) , f11(t) , f22(t) , f12(t) , отвечающие за вклад в y(t) со-
ответствующего интегрального слагаемого, такие что

y(t) = f1(t) + f2(t) + f11(t) + f22(t) + f12(t).

Задача декомпозиции решается с помощью входных сигналов разных ампли-
туд. Предположим, что данная задача решена (она рассмотрена в [20]). Иден-
тификация ядер K1 , K2 , K11 , K22 описана в работе [131]. Задача поиска
ядра K12 оказывается более сложной. Ядро K12 отвечает взаимодействию
между двумя различными физическими входами x1 и x2 , из чего следует
неперестановочность аргументов s1 и s2 , т.е. K12(s1, s2) 6= K12(s2, s1) (K12

является несимметричной функцией).
Для идентификации K12 рассмотрим уравнение

t∫
0

t∫
0

K12(s1, s2)x1(t− s1)x2(t− s2)ds1ds2 = f12(t), t ∈ [0, T ]. (1.10)

Обратим внимание, что функция K12(s1, s2) есть функция двух переменных,
в то время как правая часть уравнения содержит функцию одной переменной,
поэтому для поиска K12(s1, s2) используем однопараметрическое семейство
сигналов, включающее дополнительный параметр ν (ν ≤ t ), имеющий тот
же смысл, что и основная переменная t .
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Для входных возмущений возьмем следующие серии сигналов [101; 158]:
x1ν(t) =


0, ν = 0,

t
ν , 0 < t ≤ ν,

0, ν < t ≤ T,

x2ν(t) = e(t− ν), 0 ≤ ν ≤ t ≤ T,

(1.11)



x1ν(t) = e(t− ν), 0 ≤ ν ≤ t ≤ T,

x2ν(t) =


0, ν = 0,

t
ν , 0 < t ≤ ν,

0, ν < t ≤ T,

(1.12)

где e(t) – функция Хевисайда:

e(t) =

{
0, t < 0,

1, t ≥ 0.
(1.13)

В отличие от сигналов, приведенных в [131], указанные сигналы x1ν(t) ,
x2ν(t) обладают фронтом нарастания (т. е. временем ν , затраченным на до-
стижение требуемой высоты (амплитуды) сигнала, равной в данном случае
1) такой вид входного сигнала соответствует физическим требованиям его
реализации.

Подставляя (1.11), (1.12) в (1.10), получим

t∫
t−ν

ds1

t−ν∫
0

t− s1

ν
K12(s1, s2)ds2 =

(1)

f 12 (t, ν), (1.14)

t∫
t−ν

ds2

t−ν∫
0

t− s2

ν
K12(s1, s2)ds1 =

(2)

f 12 (t, ν), t ∈ [0, T ]. (1.15)

Согласно [131], совокупность уравнений (1.14) и (1.15) называется парным
интегральным уравнением Вольтерра I рода, поэтому в дальнейшем будем
использовать эту терминологию. В работе [161] было получено приближенное
решение для парного интегрального уравнения (1.14), (1.15) в виде:

K12(t, t− ν) = D2

(1)

f12 (t, ν) + νD3

(1)

f12 (t, ν), (1.16)



30

K12(t− ν, t) = D2

(2)

f12 (t, ν) + νD3

(2)

f12 (t, ν), (1.17)

где

D2

(i)

f12 (t, ν) = −

3
∂2

(i)

f12

∂t∂ν
+ 2

∂2
(i)

f12

∂ν2

 , D3

(i)

f12 (t, ν) = −

∂3
(i)

f12

∂t∂ν2
+
∂3

(i)

f12

∂ν3

 ,

при условии, что
(i)

f (t, ν) ∈ C(4)
∆ ,∆ = {t, ν : 0 ≤ ν ≤ t ≤ T} , i = 1, 2 .

1.3.2. Выбор тестовых сигналов из класса
кусочно-постоянных функций

Рассмотрим подход к идентификации ядер Вольтерра, предложенный в
работе [17], который использует тестовые сигналы, которые, в свою очередь,
могут быть интерпретированы как специальные импульсные воздействия на
систему. Эти тестовые сигналы задаются с помощью комбинаций функций
Хевисайда с отклоняющимся аргументом и могут быть представлены следу-
ющим образом:

xν(t) = e(t)− e(t− ν), 0 ≤ ν ≤ t ≤ T, (1.18)

где функция Хевисайда e(t) вида (1.13). Подстановка сигнала (1.18) в (1.5)
дает

ν∫
0

K(t, s)ds = f(t, ν), (1.19)

где f(t, ν) – отклик системы на указанные тестовые сигналы, заданные через
(1.18). Легко заметить, что решение (1.5) в этом случае, при условиях

f(t, 0) = 0, f(t, ν) ∈ C(1)
∆ ,

находится путем дифференцирования (1.19) по ν . Тогда, как указано в [17],
оно имеет следующий вид:

K(t, ν) = f ′ν(t, ν). (1.20)

Несмотря на то, что сигналы вида (1.18) позволяют сразу получить ана-
литический вид K(t, ν) , на практике на реальном динамическом объекте до-
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вольно сложно формировать сигналы такого типа, поэтому подход, основан-
ный на подаче тестовых сигналов кусочно-линейного типа, более целесообра-
зен.

Перейдем к описанию идентификации ядер K1 и K2 , а также с уче-
том сделанных предположений, к K11 и K22 . Обратим внимание, что вид
слагаемых

t∫
0

Ki(si)xi(t− si)dsi, i = 1, 2,

содержащих ядра K1 и K2 , за исключением индексов, идентичен. Для опре-
деленности ограничимся i = 1 для ядра K1 . Аналогичное замечание приме-
нимо к

t∫
0

t∫
0

Kii(si, si)xi(t− si)xi(t− si)dsidsi, i = 1, 2,

и относится к ядрам K11 и K22 .
Выпишем уравнение для первого интегрального слагаемого

t∫
0

K1(s1)x1(t− s1)ds1 = f1(t). (1.21)

Для идентификации K1 в работе [131] предлагается в качестве входного сиг-
нала взять сигнал в виде функции Хевисайда (1.13). Тогда, после подстанов-
ки, имеем

t∫
0

K1(s1)ds1 = f1(t). (1.22)

Таким образом, при условиях f1(0) = 0 , f1(t) ∈ C(1)
[0,T ] решение (1.22) нахо-

дится путем дифференцирования (1.22) по t и оно имеет вид

K1(t) = f ′1(t).

Теперь рассмотрим идентификацию симметричного ядра K11 . Выпишем урав-
нение

t∫
0

t∫
0

K11(s1, s2)x1(t− s1)x1(t− s2)ds1ds2 = f11(t). (1.23)
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В [131] задача идентификации K11 в (1.23) решена на базе сигналов (1.18).
После подстановки (1.18) в (1.23) получаем

t∫
t−ν

t∫
t−ν

K11(s1, s2)ds1ds2 = f11(t, ν). (1.24)

При выполнении условий [131]

(f11(t, ν))′′tν + (f11(t, ν))′′ν2 ∈ C∆, f11(t, 0) = 0,

f11(t− ν,−ν) = f11(t, ν), f11(t− ν,−ν) = f11(t, ν),

(f11(t, ν))′ν|ν=0 = 0, t, ν ∈ ∆,

решение (1.24)

K11(t, t− ν) =
(f11(t, ν))′′tν + (f11(t, ν))′′ν2

2
, t, ν ∈ ∆, (1.25)

принадлежит классу непрерывных функций.
Теперь, для идентификации ядра K12(s1, s2) в (1.10), будем использовать

серию сигналовx1(t) = e(t)− e(t− h),

x2ν(t) = e(t− ν)− e(t− ν − h), t ∈ [0, T ],
(1.26)

x1ν(t) = e(t− ν)− e(t− ν − h),

x2(t) = e(t)− e(t− h), t ∈ [0, T ],
(1.27)

где h – шаг дискретизации выходного сигнала, h = T/N (N – натуральное
число).

Далее, подставим (1.26), (1.27) в (1.10). Получим парное интегральное
уравнение Вольтерра I рода:

t∫
t−h

ds1

t−ν∫
t−ν−h

K12(s1, s2)ds2 =
(1)

f12 (t, ν), (1.28)

t−ν∫
t−ν−h

ds1

t∫
t−h

K12(s1, s2)ds2 =
(2)

f12 (t, ν), (1.29)
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где t ∈ [h, T ] , ν ∈ [0, T − h] , ν + h ≤ t . Из (1.28), (1.29) видно, что
(1)

f12 (t, 0) =
(2)

f12 (t, 0) = f(t, 0) = 0, t ∈ [h, T ].

В (1.28), (1.29) t имеет смысл времени, t−h ≥ 0 , а областью определения
искомой функции K12 является отрезок [0, T ] . Таким образом, (1.28), (1.29)
имеет смысл только тогда, когда K12 известна на предыстории [0, h) .

Аналитическое решение уравнения (1.28), (1.29) определяется с помощью
метода шагов, разработанного в [17] для одномерного случая с предысторией.
Его поиск осуществлен в работе [159].

Коротко приведем описание метода шагов на примере
t∫

t−a

ϕ(s)ds = f(t), a > 0, t ∈ [t0, T ], (1.30)

ϕ̄(t) = ϕ0(t), t ∈ [t0 − a, t0). (1.31)

На первом этапе введем разбиение области [t0, T ] . Зададим Ωk = [t0 +

(k − 1)a, t0 + ka) , где k = 0, N , N =
[
T−t0
a

]
( [·] – символ антье), ΩN+1 =

[t0 + Na, T ) . Таким образом Ωk соответствует промежуточным значениям
при k = 1, N , ΩN+1 – граничным значениям, а когда k = 0 – область Ωk

соответствует промежутку (1.31), т. е. Ω0 совпадает с предысторией. В итоге

[t0, T ] =
N+1⋃
k=1

Ωk .

На втором этапе рассмотрим уравнение (1.30) на каждом из промежут-
ков, начиная с k = 1 , т. е. когда t ∈ Ω1 уравнение можно расписать как

t0∫
t−a

ϕ0(s)ds+

t∫
t0

ϕ(s)ds = f(t). (1.32)

Затем из (1.32) получаем
t∫

t0

ϕ(s)ds = f(t)−
t0∫

t−a

ϕ0(s)ds = f1(t), t ∈ Ω1. (1.33)

Далее, исходя из того, что (1.33) стандартное уравнение Вольтерра I рода и,
полагая f1(t) ∈ C(1)

Ω и f1(t0) = 0 , находим решение (1.33) путем его диффе-
ренцирования по t , тогда имеем

ϕ̄(t) = f ′(t) + ϕ0(t− a), t ∈ Ω1. (1.34)
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Рассматривая (1.34) на левом конце промежутка, можно получить условие
непрерывности стыковки, т. е. в точке t0 :

f ′(t0) = ϕ(t0)− ϕ0(t− a). (1.35)

Таким образом, если ϕ0(t) непрерывна на Ω0 , то в силу (1.34) ϕ̄(t) непре-
рывна на Ω1 . Обозначим это решение как ϕ1(t) .

Далее рассмотрим (1.32) на Ω2 . Определим ϕ2(t) через ϕ1(t) , а также
получим условия непрерывности стыковки. Повторяя данный процесс N раз,
получим непрерывное на [t0, T ] решение для (1.32)

ϕ̄(t) = ϕk =
k−1∑
i=0

f ′(t− ia) + ϕ0(t− ka), t ∈ Ωk, k = 1, N + 1, (1.36)

с учетом того, что f(t) ∈ C(1)
[t0,T ] .

Подобным образом строится решение для (1.28), (1.29). Подробный алго-
ритм описан в работе [159]. В конечном результате решение имеет вид

K12(t, t− ν) =
N+1∑
i=1

D2

(1)

f12 |N∈∆i
+

N+1∑
i=1

(
K

(i−1)
12 (t, t− ν − h)+

+K
(i−1)
12 (t− h, t− ν)−K(i−1)

12 (t− h, t− ν − h)
)
, (1.37)

K12(t− ν, t) =
N+1∑
i=1

D2

(2)

f12 |N∈∆i
+

N+1∑
i=1

(
K

(i−1)
12 (t− ν − h, t)+

+K
(i−1)
12 (t− ν, t− h)−K(i−1)

12 (t− ν − h, t− h)
)
. (1.38)

Здесь N(t, ν) – точка с декартовыми координатами (t, ν) , а оператор диф-
ференцирования D2 определяется следующим образом

D2

(1)

f12 (t, ν) = −

∂2
(1)

f12

∂t∂ν
+
∂2

(1)

f12

∂ν2

 , D2

(2)

f12 (t, ν) = −

∂2
(2)

f12

∂t∂ν
+
∂2

(2)

f12

∂ν2

 ,

N+1⋃
k=1

∆k = {t, ν : ν + h ≤ t, h ≤ t ≤ T, ν ≥ 0, h > 0},

где
∆k = {t, ν : ν + h ≤ t, kh ≤ t < (k + 1)h},
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∆N+1 = {t, ν : ν + h ≤ t, Nh ≤ t ≤ T},

∆0 = {t, ν : D1 ∪D2, ν ≥ 0}, D1 = {t, ν : ν ≤ t, 0 ≤ t < h, h > 0},

D2 = {t, ν : t− h < ν ≤ t, h ≤ t ≤ T, h > 0}, N =
T

h
, k = 1, N.

Данный подход был осуществлен Солодушей С.В. в работе [159]. Он
будет развит в пункте 2.1.3 на случай, когда искомой функцией является
K123(s1, s2, s3) .

1.4. Задача идентификации входных сигналов в полиномах
Вольтерра

Современные подходы к математическому моделированию динамических
процессов в таких областях, как промышленность и энергетика, опираются
на комплексное применение априорной информации и данных, получаемых в
режиме наблюдения. Это характерно для сложных динамических объектов,
например, энергосистем, которые отличаются разветвленной иерархической
структурой [78]. Вектор входных сигналов для таких систем может включать
как измеряемые, так и управляющие воздействия, подлежащие идентифика-
ции на основе анализа текущих параметров объекта. При отсутствии априор-
ных сведений о структуре объекта результативными оказываются подходы,
где для идентификации параметров используются индуктивно полученные
знания, извлекаемые из данных с помощью алгоритмов ассоциативного по-
иска [29; 30].Это достигается за счет выбора из архива данных векторов, ас-
социированных с текущим состоянием системы по заданному критерию бли-
зости. Подобная методология, опирающаяся на весь массив ретроспективных
знаний об объекте, обеспечивает повышение точности создаваемой матема-
тической модели.

Предложенный математический аппарат формирует основу для построе-
ния устойчивых моделей сложных энергетических объектов. В главе 2 будет
осуществлен поиск решения представленных в этом пункте систем в услови-
ях зашумленных данных. Поскольку это важно для реальных условий, где
данные всегда содержат некоторую погрешность.

В случае энергетических систем с векторным входным сигналом x(t) =

(x1(t), ..., xp(t))
T нестационарные динамические свойства можно описать с по-



36

мощью конечного отрезка интегро-степенного ряда Вольтерра (1.2), (1.3). В
(1.3) ядра Вольтерра Ki1...in симметричны относительно аргументов s1, ..., sn ,
соответствующих совпадающим индексам i1, ..., in , а также функции Ki1...in

зависят от текущего состояния t ∈ [0, T ] , а переменные 0 ≤ s1, ..., sn ≤ t

позволяют учесть значения динамических характеристик в предыдущие мо-
менты времени.

Для идентификации отклонений расхода воды и пара в условиях зашум-
ленных данных в рамках задачи регулирования давления на выходе из кон-
денсатора был реализован вычислительный алгоритм, основаный на техно-
логии, которая была построена на базе элементов теории полиномиальных
уравнений Вольтерра I рода [21; 103; 157]. Данная технология была приме-
нена для идентификации вектора входных сигналов x(t) , но в отличие от
настоящего исследования, в работе [157] применяется скалярный выход y(t) .
В данном диссертационном исследовании будет применен векторный выход
y(t) и при этом его компоненты будут обладать одним и тем же физическим
смыслом.

При автоматическом регулировании технических объектов в энергетике
задача определения воздействия x(t) (p × 1 ), обеспечивающего заданный
отклик y(t) (m × 1 ), может быть редуцирована к решению системы N -й
степени благодаря применению моделей в виде полиномов Вольтерра (1.2),
(1.3):

yr(t) =
N∑
n=1

∑
1≤i1≤...≤in≤p

t∫
0

...

t∫
0

K
(r)
i1...in

(t, s1, ..., sn)
n∏
j=1

xij(sj)dsj, t ∈ [0, T ].

(1.39)
Здесь ядра Вольтерра K

(r)
i1...in

(t, s1, ..., sn) и компоненты выходного сигнала
yr(t) , r = 1, ...,m , полагаются известными. В работе [157] компонентами век-
тора входа энергетического объекта служили изменения расхода вещества и
тепловой нагрузки, а в качестве выхода рассматривалось отклонение из эн-
тальпии в текущий момент времени t от начального значения. Когда необхо-
димо решить задачу относительно входного сигнала, структурообразующие
элементы математической модели, можно выбирать различными способами.
Однако подход с формированием вектора отклика y(t) из компонент разно-
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го физического смысла (см. [103]) сталкивается с проблемами, связанными с
требованием замкнутости системы уравнений, которое подразумевает необ-
ходимость равенства числа компонент m в y(t) и p в x(t) , то есть m = p .
Поскольку на практике это условие, как правило, не выполняется, а имен-
но m 6= p , для решения проблемы естественно перейти к формированию
вектора y(t) из компонент, имеющих один и тот же физический смысл, но
отражающих реакцию на сигнал x(t) различных интегральных моделей.

Далее положим, что размерности векторов x(t) и y(t) равны (p × 1)

и, учитывая специфику полиномиальных уравнений Вольтерра I рода [21],
представим (1.39) (при N = 2 ) в следующем виде:

y(t) = V [Z] =

t∫
0

K(t, s)x(s)ds+ Z[x]. (1.40)

Здесь K(t, s1) – (p × p) -матрица, x(t) – искомая вектор-функция размер-
ности p , и y(t) – заданная p -мерная вектор-функция, при этом y(0) = 0 , а
оператор Z[x] определен по правилу

Z[x] =

t∫
0

t∫
0

[
p∑

j1=1

L1
j1

(t, s1, s2)x1(s1)xj1(s2) +

p∑
j2=1

L2
j2

(t, s1, s2)x2(s1)xj2(s2)+

(1.41)

+

p∑
j3=3

L3
j3

(t, s1, s2)x3(s1)xj3(s2) + ...+

p∑
jp−1=p−1

Lp−1
jp−1

(t, s1, s2)xp(s1)xjp−1(s2)+

+Lpjp(t, s1, s2)xp(s1)xjp(s2)
]
ds1ds2,

где jm = 1,m . В формуле (1.41) Lmjm(t, s1, s2) – p -мерные вектор-функции,
т.е. Lmjm(t, s1, s2) =

(
Zm
jm1(t, s1, s2),Z

m
jm2(t, s1, s2), ...,Z

m
jmp

(t, s1, s2)
)T , той глад-

кости, которая необходима для проведения всех выкладок.
Если в (1.41) detK(t, t) не равен нулю на отрезке t ∈ [0, T ] , т.е.

detK(t, t) 6= 0 ∀ t ∈ [0, T ], (1.42)

то исследование вопросов существования и единственности решения в классе
непрерывных функций для таких систем проводится методами, аналогичны-
ми применяемым для интегральных уравнений Вольтерра I рода [21; 103; 157].
Способ исследования заключается в том, чтобы продифференцировать по t
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систему (1.40) и переписать полученный результат в виде системы второго
рода (выполнимо при условии (1.42)). Полученные таким образом системы
сохраняют ключевое свойство полиномиальных уравнений – существование
единственного непрерывного решения гарантировано лишь локально, в неко-
торой окрестности начальной точки.

Таким образом, представленный математический аппарат на основе мо-
дифицированных уравнений Вольтерра формирует теоретический фундамент
для решения практических задач идентификации в сложных динамических
системах, характерных для современной энергетики, обеспечивая необходи-
мую строгость и обоснованность получаемых результатов.

1.5. Динамические уравнения для моделирования
теплофизических процессов

В данной диссертационной работе используются содержательные моде-
ли [80, c. 8], описывающие теплообменные процессы в ограниченном диапа-
зоне реальных условий (давления и расхода вещества). Ограничения связаны,
прежде всего, с режимом функционирования энергетического оборудования,
что вызвано сложностью физических явлений, невозможностью охвата раз-
личных граничных условий при фазовых переходах теплообменных процес-
сов и высокой степенью зависимости от технических характеристик [113].

Представляемые в данном параграфе динамические уравнения исполь-
зовались в качестве «эталонных» при верификации интегральных моделей
теплофизического профиля на базе полиномов Вольтерра.

Рассмотрим классификацию задач идентификации и автоматического ре-
гулирования энергетических объектов в зависимости от типа используемых
моделей. Основные направления включают задачи расчета динамических ха-
рактеристик элементов теплообменных установок, участков пароводяного трак-
та и установок в целом, а также оценивание и прогнозирование технического
состояния тепло- и электроэнергетического оборудования. Последнее охваты-
вает как краткосрочные и перспективные прогнозы параметров режима, так
и планирование ремонтно-профилактических работ.

В данной работе используются отклики имитационных моделей техниче-
ских объектов («эталон»), применяемые для исследования всех перечислен-
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ных задач. Первая модель представляет собой конечный отрезок разложе-

ния e

t∫
0

x(s)ds
в ряд Тейлора, так что

yNet (t) =
N∑
m=1

1

m!

 t∫
0

x(s)ds

m

, N > 3, (1.43)

где yNet (t) – выход системы, а x(t) – входное воздействие. Представление
(1.43) соответствует конечному отрезку ряда Вольтерра с постоянными яд-
рами 1

m! .
Как показано в работе [20], для такой формы выходного сигнала мо-

гут быть сформулированы экстремальные задачи определения оптимальных
параметров системы. Важное преимущество эталонной модели (1.43) состо-
ит, во-первых, в возможности изучать свойства динамического объекта, во-
вторых, (1.43) отражает экспоненциальный рост нелинейности при N −→∞ .

На описание динамических уравнений, возникающих непосредственно в
при решении теплоэнергетических задач остановимся в следующих пунктах.

1.5.1. Динамика энтальпии на выходе из элемента
теплообменной установки

Как показано в [92; 109], динамику элемента теплообменного аппарата с
однофазной несжимаемой средой описывает система алгебро-дифференциальных
уравнений:

∆D(t)
di∗0
dz

+D(t)
∂∆i∗(∆p,∆tВ)

∂z
+ gВ

∂∆i∗(∆p,∆tВ)

∂tВ
= (1.44)

= ∆κ(t)h(θ0 − tВ0
) + κ(t)h(∆θ(z, t)−∆tВ(z, t)),

∆q(t)−gМcМ
∂∆θ(z, t)

∂t
= ∆κ(t)h(θ0−tВ0

)+κ(t)h(∆θ(z, t)−∆tВ(z, t)), (1.45)

где t – время (с), z – осевая координата (м), D – расход вещества (кг/с), q –
тепловая нагрузка (кВт/м), g – масса (кг/м), h – поверхность теплообмена
(м), отнесенные к единице длины; i∗ – энтальпия (кДж/кг), tВ , θ – темпе-
ратура потока и стенки (К), c – удельная теплоемкость (кДж/(кг·К)), p –
давление (Н/м 2 ), κ = Kκ ·D – коэффициент теплопередачи (кВт/(м 2 ·К)),
индексами обозначены: «В» – вещество потока, «М» – материал стенки, «0» –
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начальные параметры. Знак ∆[·] означает отклонение от заданных значений,
например, ∆D = D −D0 .

Начальные условия системы имеют вид:

∆i∗(∆p,∆tВ)|t=0 = 0, ∆tВ(z, t)|t=0 = 0, ∆θ(z, t)|t=0 = 0, (1.46)

∆D(t)|t=0 = 0, ∆q(t)|t=0 = 0. (1.47)

Граничные условия задаются следующим образом:

∆i∗(∆p,∆tВ)
∣∣
z=0

= ∆i∗in(t), (1.48)

где индекс « in» означает значение на входе.
Уравнение связи между параметрами:

∆i∗(∆p,∆tВ) = cВ∆tВ(z, t) +

(
∂i∗

∂p

)
tВ

∆p(t). (1.49)

Положим, что параметры по длине (пространственной переменной z )
изменяются линейно, а также введем обозначение i∗(∆p,∆tВ) = i∗(t) . Далее
перейдем от модели (1.44)-(1.49) с распределенными параметрами к описанию
объекта с сосредоточенными параметрами

∆D(t)(i∗0 − i∗in0
) +D(t)(∆i∗(t)−∆i∗in(t)) +GВ

d∆i∗(t)

dt
= (1.50)

= ∆κ(t)H(θ0 − tВ0
) + κ(t)H(∆θ(t)−∆tВ(t)),

∆Q(t)−GМcМ
d∆θ(t)

dt
= ∆κ(t)h(θ0 − tВ0

) + κ(t)h(∆θ(t)−∆tВ(z, t)) (1.51)

с соответствующими начальными условиями:

∆i∗(t)|t=0 = 0, ∆i∗in(t)|t=0 = 0, ∆tВ(t)|t=0 = 0, ∆θ(t)|t=0 = 0.

Здесь Q = q·l – полная тепловая нагрузка (кВт), G = g·l – полная масса (кг),
H = h·l – полная поверхность теплообмена (м 2 ), l – длина рассматриваемого
участка (м).

Рассмотрим изменение ∆i∗(t) при произвольных возмущениях ∆D(t) ,
∆Q(t) , ∆i∗in(t) , ∆p(t) . При допущении, что Kκ — константа (κ = Kκ ·D ),
в [112] получено решение (1.49)-(1.51). Заметим, что в начальный момент
времени справедливо

i∗0 − i∗in0
=
κ0

D0
H(θ0 − tВ0

) = KκH(θ0 − tВ0
) =

Q0

D0
,



41

с учетом которого система (1.50), (1.51) преобразуется к следующему виду:

d∆i∗(t)

dt
+ (a1∆i

∗(t) + b1∆θ(t))D(t) = g(t), (1.52)

d∆θ(t)

dt
+ (a2∆i

∗(t) + b2∆θ(t))D(t) = ω(t). (1.53)

В (1.52), (1.53) приняты обозначения

a1 =
1

GВ

(
1 +

KκH

cВ

)
, a2 = − KκH

GВcВcМ
, b1 = −KκH

GB
, b2 =

KκH

GМcМ
,

g(t) =
D(t)

GB
(∆i∗in(t)−KκHKp∆p(t)) ,Kp = − 1

cВ

(
∂i∗

∂p

)
tВ

,

ω(t) =
1

GМcМ
∆Q(t)− Q0

D0GМcМ
∆D(t) +

KκHKp

GМcМ
D(t)∆p(t).

Данная модель позволяет исследовать динамику изменения энтальпии
∆i∗(t) для входных возмущений произвольного вида. В частности, для слу-
чая скалярного выходного сигнала при векторных входных возмущениях в
[112] получено решение:

∆i∗(t) =
λ1λ2

λ2 − λ1

t∫
0

(
∆Q(η)− Q0

D0
∆D(η)

)e−λ1 t∫
η

D(ς)dς

− e
−λ2

t∫
η

D(ς)dς

 dη,

(1.54)
где λ1 и λ2 – корни характеристического уравнения системы (1.52), (1.53).
Практическая значимость данной модели подтверждается расчетами для ре-
альных параметров теплообменного оборудования. Модель (1.54) была вве-
дена Э.А. Таировым и рассматривалась в работах [111; 112].

Если интерпретировать модель (1.54) как модель типа «вход-выход», то
в качестве входных сигналов будем рассматривать x1(t) = ∆D(t) , x2(t) =

∆Q(t) , а на выходе – y(t) = ∆i∗(t) .

1.5.2. Динамика давления и температуры вещества на локальном
участке пароводяного тракта крупной теплоэнергетической

системы

В России активная модернизация генерирующих мощностей тепловых
электростанций требует точного моделирования их компонентов [90; 91]. Осо-
бый интерес представляет анализ работы Назаровской ГРЭС – одного из
крупнейших энергопредприятий Восточной Сибири.
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Рисунок 1.4 – Структурная схема пароводяного тракта энергоблока. Пунктиром выде-
лен исследуемый участок, включающий конденсатор K типа 80-КЦС-1 и подогреватель
низкого давления ПНД-1

На Рисунке 1.4 представлена упрощенная схема энергоблока. Его работу
можно описать следующим образом. На начальном этапе работы энергобло-
ка термический деаэратор (Д) обеспечивает удаление растворенных газов из
питательной воды. Вода, прошедшая деаэрацию, подается в систему пита-
тельных электронасосов (ПЭН), которые обеспечивают стабильный поток и
необходимое давление для дальнейшего движения воды к котлам. Из ПЭН
вода одновременно направляется в два прямоточных паровых котла (ППК-
1 и ППК-2), которые нагревают воду и преобразуют ее в пар. Пар, обра-
зующийся в обоих котлах, поступает в цилиндр высокого давления (ЦВД)
и цилиндр среднего давления (ЦСД). От ЦВД пар направляется к группе
подогревателей высокого давления (ПВД), где входящая вода подогревает-
ся с использованием остаточного тепла, таким образом повышая общую эф-
фективность системы. Нагретая вода из ПВД возвращается в деаэратор (Д),
замыкая первый круг. Пар из ЦСД направляется в цилиндр низкого дав-
ления (ЦНД), который завершает процесс преобразования тепловой энергии
в механическую работу. После работы в ЦНД, остаточный пар поступает в
конденсатор (К), где он охлаждается и конденсируется. Для охлаждения па-
ра в конденсатор подается вода из реки. Эта охлаждающая вода забирает
тепло, благодаря чему пар эффективно превращается обратно в жидкость.
Конденсированная вода собирается в конденсаторе и перекачивается систе-



43

мой конденсатных насосов (КЭН) обратно в группу подогревателей низкого
давления (ПНД). Оттуда вода направляется в ПВД, замыкая второй круг
и обеспечивая повторное использование рабочей жидкости в системе. Таким
образом, система энергоблока функционирует благодаря эффективным за-
мкнутым циклам, обеспечивая преобразование энергии и минимизируя поте-
ри, при этом используя внешние ресурсы, такие как вода из реки.

Построение математической модели для данного энергоблока представ-
ляет собой ресурсоемкую задачу, сложность которой обусловлена использо-
ванием большого числа дифференциальных уравнений и замыкающих соот-
ношений (а именно около ста дифференциальных уравнений и пятисот ал-
гебраических связей). Реализация и разработка имитационной модели была
выполнена коллективом авторов в составе Э.А. Таирова, А.А. Логинова и
В.Ф. Чистякова в виде ПВК «P150». Созданный вычислительный инстру-
ментарий основан на расширении и модернизации модели энергоблока Ир-
кутской ТЭЦ-10 [110]. ПВК «P150» является цифровой тенью [37] реального
энергоблока Назаровской ГРЭС мощностью 135 МВт.

Для анализа поведения системы требуется математическое описание ее
динамики. Далее представлен подход получения соответствующих моделей
для исследуемого участка [110].

Рассмотрим уравнение материального баланса для парового простран-
ства конденсатора

dMs

dt
= Ds,T +

∑
j

Ds,j +Dвоз −Ds,эж −Dк, (1.55)

где Ms – масса вещества парового пространства (кг), Ds,T – расход посту-
пающего пара за последней ступенью турбины (кг/с),

∑
j

Ds,j – суммарный

сброс пара из дополнительных отборов (кг/с), Dвоз – присосы воздуха в па-
ровое пространство через неплотности (кг/с), Ds,эж – расход пара и воздуха,
отсасываемых эжекторами (кг/с), Dк – массовая скорость конденсации пара
(кг/с).

Скорость конденсации можно задать как отношение тепла Q (кВт), отда-
ваемого в единицу времени охлаждающей воде, к величине удельной теплоты
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парообразования r (кДж/кг):

Dк =
Q

r
=
kF (ts − t̄w)

r
, r = i∗s − i∗w, (1.56)

где k – коэффициент теплопередачи между паром (кВт/(м 2·К)), находя-
щимся при температуре насыщения ts(p) ( ◦C), и охлаждающей водой, t̄w –
средняя температура охлаждающей воды ( ◦C), F – поверхность теплообмена
(м 2 ), i∗ – энтальпия (кДж/кг). Уравнение теплового баланса в паровом про-
странстве конденсатора получается умножением слагаемых уравнения (1.55)
на соответствующие удельные теплосодержания:

dMsi
∗
s

dt
= Ds,Ti

∗
s,T +

∑
j

(
Ds,ji

∗
s,j

)
+Dвозi

∗
воз−Ds,эжi

∗
s,эж− kF (ts− t̄w). (1.57)

Представим
Ms = ρsVs, (1.58)

где ρs – плотность пара (кг/м 3 ), Vs – объем пара (м 3 ), а после воспользуемся
уравнением идеально-газового приближения

ρs =
p

RTs
, (1.59)

где p – давление в конденсаторе (Па), R – газовая постоянная (кДЖ/(кг ·К)).
С учетом соотношений (1.58),(1.59) уравнение (1.55), после некоторых

допущений, приобретает следующий вид:

Vs
RTs

dp

dt
= Ds,T +

∑
j

Ds,j +Dвоз −Ds,эж −Dк. (1.60)

Полученное уравнение (1.60) описывает динамику давления в конденсаторе
при изменениях расходов всех связанных с ним потоков пара с учетом ин-
тенсивности конденсации, зависящей от температуры охлаждающей воды и
давления парового пространства. Температура охлаждающей воды находится
из уравнения энергии:

Mw
d̄i∗w
dt

= kF (ts − t̄w)−Dw(i∗w − i∗w,in). (1.61)

Перепишем тоже самое, но в терминах температуры:

Mwcw
dt̄w
dt

= kFcw(ts − t̄w)−Dwcw(tw − tw,in), (1.62)
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где Mw – масса воды в объеме трубного пучка.
Материальный баланс в ПНД описывается уравнениями

dMs

dt
= Ds −Dw,конд,

dMw

dt
= Dw,конд −Ds,нас, (1.63)

где

Dw,конд =
kF (ts − t̄w)

i∗s,in − i∗w(p)
.

Баланс энергии для пара и воды основного конденсатора в ПНД описывается
уравнениями

Ms
di∗s
dt

= Ds(i
∗
s,in − i∗s)− kF (tsПНД − t̄wПНД), (1.64)

Mwcw
dt̄wПНД

dt
= Dwcw(twПНД,in − twПНД) + kF (tsПНД − t̄wПНД). (1.65)

В терминах модели «вход-выход» для (1.60) – (1.65) будем рассматри-
вать следующие характеристики: в качестве отклика y(t) выберем измене-
ния температуры воды непосредственно в конденсаторе: y(t) = ∆tw = ∆t1

и ПНД: y(t) = ∆twПНД = ∆t2 , а также изменение давления в конденсаторе:
y(t) = ∆pw = ∆p . Изменение физической величины обозначено знаком ∆[·] ,
под которым понимается отклонение выбранных показателей от их стацио-
нарных значений. В качестве входных сигналов выбраны изменение расхода
воды x(t) = ∆Dw,конд = ∆Dw и пара x(t) = ∆Ds,конд = ∆Ds в конденсаторе.

Рисунок 1.5 – Блок-схема модели с вариантами входных воздействий: расход воды ∆Dw

или пара ∆D1s . Выходные воздействия: изменение давления ∆p , изменения температур
∆t1 , ∆t2

Таким образом, графически описать построение моделей можно с помо-
щью Рисунков 1.5 – 1.7, на которых представлены структурные схемы для
двух случаев моделирования:
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Рисунок 1.6 – Схема участка с входным сигналом ∆Dw (изменение расхода воды)

1) фиксированы значения расхода пара D1s = 45, 51 кг/с и D2s = 2, 03 кг/с,
входной сигнал – изменение расхода воды ∆Dw (см. Рисунок 1.6);

2) фиксированы значения расходов пара D2s и воды Dw = 11562, 2 кг/с,
входной сигнал – изменение расхода пара ∆D1s (см. Рисунок 1.7).

Рисунок 1.7 – Схема участка с входным сигналом ∆D1s (изменение расхода пара)

В обоих случаях выходными параметрами выступают изменение давле-
ния ∆p и изменения температур ∆t1 , ∆t2 .

На Рисунке 1.5 представлен случай скалярного входа и векторного выхо-
да, буквами a, б, в условно выделены разные модели, которые будут далее
применены в работе при апробации построенных моделей. Эта нумерация
сохранена при описании соответствующих вычислительных экспериментов.

1.6. Выводы к первой главе

Несмотря на всестороннее исследование задач нелинейной динамики мо-
делирования на основе интегро-степенных рядов Вольтерра, многие теоре-
тические и практические вопросы нуждаются в дальнейших исследованиях.



47

В частности, существует потребность в новых методах решения задач по-
строения автоматических систем управления нелинейной динамики, которые
формулируются как последовательность обратных задач непараметрической
идентификации динамики сложных технических объектов. Подобные объек-
ты и их системы обладают следующими признаками:

1) статистический материал, способный обеспечить получение динамиче-
ских характеристик, отсутствует;

2) моделирование на реальном техническом объекте существенно затруд-
няется или в принципе невозможно;

3) широкий диапазон состояний, характеризующийся нелинейностью и
нестационарностью переходных характеристик.

В первой главе предлагается подход к определению функций, имеющих
смысл переходных характеристик, основанный на задании физически реали-
зуемых в теплоэнергетике тестовых входных сигналов специального вида.

К наиболее значимым результатам первой главы можно отнести следую-
щее:

1. Постановка и исследование новых задач восстановления несимметрич-
ных ядер Вольтерра на основе сигналов с фронтом нарастания и сигналов
минимальной длительностью h (в виде комбинаций функций Хевисайда).

2. Развитие задачи восстановления векторных входных сигналов в за-
дачах диагностики и контроля технических объектов на основе нелинейных
интегральных уравнений комбинированного типа, отклик в которых имеет
один и тот же физический смысл.
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Глава 2. Интегральные уравнения Вольтерра I рода в задаче

идентификации нелинейной динамики

В этой главе рассматривается численное решение интегральных урав-
нений с переменными верхним и нижним пределами. Рассмотрены два ти-
па интегральных уравнений. Первый тип уравнений возникает в результа-
те применения кусочно-линейных тестовых сигналов вида (1.6), а второй –
при использовании кусочно-постоянных сигналов в виде комбинаций функ-
ций Хевисайда с отклоняющимся аргументом (1.26), (1.27). Используемые
кусочно-постоянные сигналы, введеные ранее в работе [102], обладают мини-
мальной длительностью h , где h – шаг сетки дискретизации. Представлен-
ные алгоритмы численного решения могут быть развиты на случай, когда
эти величины отличны друг от друга, а именно, когда шаг дискретизации
меньше, чем длительность сигнала.

В первом случае выбор сигналов из класса кусочно-линейных функций
обусловлен техническими возможностями реальных динамических систем в
теплоэнергетике и отражает факт постепенного (линейного) характера из-
менения входного сигнала. Параметр ν отражает длительность (время), с
которой сигнал достигает требуемого в тестовом испытании постоянного зна-
чения.

В работе [107] рассмотрен входной сигнал, имеющий не только фронт
нарастания, но и фронт убывания, которые выбирались как фиксированные
величины (константы). Получено, что применение такого вида сигналов в за-
даче идентификации стационарных ядер Вольтерра K(t−s) позволяет полу-
чить явные формулы обращения. Однако для задачи идентификации K(t, s)

этот подход неприменим. Данное диссертационное исследование развивает
предыдущий подход к решению задачи идентификации ядер. Будем пола-
гать, что фронт убывания в тестовом сигнале отсутствует, а фронт нараста-
ния (величина ν ) является переменным, т.е. 0 ≤ ν ≤ t ≤ T . Подобное пред-
положение позволило расширить область применения сигналов выбранного
типа и реализовать вычислительные процедуры для идентификации неста-
ционарного ядра K(t, s) (пункт 2.1.1) и стационарного ядра K(s1, s2) (пункт
2.1.2).
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Исследование второго вида интегральных уравнений, основанного на при-
менении кусочно-постоянных сигналов, развивает численные методы реше-
ния одномерного интегрального уравнения с предысторией [131]. В пункте
2.1.2 представлены численные алгоритмы, основанные на применении мето-
да Рунге-Кутта третьего порядка.

В пункте 2.2 рассматривается задача восстановления векторного входно-
го сигнала. Пункт 2.2.1 посвящен идентификации входных сигналов на откли-
ках, отягощенных погрешностями, а пункт 2.2.2 – восстановлению входного
сигнала в квадратичном и кубическом полиномах Вольтерра.

2.1. Идентификация ядер Вольтерра в уравнениях с двумя
переменными пределами интегрирования

В данном пункте представлены три пункта, каждый из которых посвя-
щен различным аспектам численного моделирования и идентификации функ-
ций ядер в интегральных уравнениях. Первый пункт фокусируется на по-
строении нестационарной интегральной модели с использованием кусочно-
линейных сигналов в скалярном случае. Второй пункт расширяет этот под-
ход, рассматривая интегральные модели в векторном случае, где акцент де-
лается на взаимодействии нескольких входных сигналов и их влиянии на
выходные функции. Третий пункт посвящен идентификации несимметрич-
ных ядер в квадратичных и кубических полиномах Вольтерра с помощью
кусочно-постоянных тестовых сигналов.

2.1.1. Методы средних прямоугольников и Product Integration в
задаче идентификации нестационарного ядра. Анализ

сходимости разностных схем

Для построения вычислительных алгоритмов введем равномерную сетку:

ti = ih, i = 1, n, n =

[
T

h

]
, (2.1)

и подсетку:

tj− 1
2

=

(
j − 1

2

)
h, j = 1, i. (2.2)

где [·] обозначает целую часть числа T
h .
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Применение квадратурной формулы средних прямоугольников

Для нахождения решения сеточного аналога уравнения (1.7) относитель-
но Kh(ti, tj− 1

2
) будем использовать метод средних прямоугольников. Этот ме-

тод позволяет аппроксимировать интегралы, заменяя их суммами, при этом
учитывается соотношение, заданное следующим образом:

tl− 1
2

tj
=

(l − 1
2)h

jh
=
l − 1

2

j
.

В результате применения метода, мы получаем следующее равенство, которое
описывает зависимость между переменными:

h

j∑
l=1

l − 1
2

j
Kh(ti, tl− 1

2
) + h

i∑
l=j+1

Kh(ti, tl− 1
2
) = g(ti, tj), (2.3)

i > j, i = 1, n, j = 1, i− 1.

Для случая, когда ti = tj (т. е. i = j ), сеточный аналог уравнения (1.7)
принимает более простую форму:

h

i∑
l=1

l − 1
2

i
Kh(ti, tl− 1

2
) = g(ti, ti), i = 1, n. (2.4)

Для СЛАУ (2.3), (2.4) можно сформулировать следующую теорему, которая
была представлена автором диссертации в работе [100]. Ее доказательство
базируется на проверке условий Крамера [70].

ТЕОРЕМА 1. Пусть в задаче (2.3), (2.4) матрица коэффициентов имеет
вид

A =


A1 0 . . . 0

0 A2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . An

 , (2.5)

где

Ai =



1
2 1 1 . . . 1
1
4

3
4 1 . . . 1

1
6

1
2

5
6 . . . 1

... ... ... . . . ...
1
2i

3
2i

5
2i . . . 2i−1

2i


, i = 1, n. (2.6)
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Тогда система
AKh = G, (2.7)

где
Kh =

(
Kh

1, 12
, Kh

2, 12
, Kh

2, 32
, Kh

3, 12
, . . . , Kh

n, 2n−12

)
,

G =

(
1

h
gh1,1,

1

h
gh2,1,

1

h
gh2,2,

1

h
gh3,1, . . . ,

1

h
ghn,n

)
,

имеет единственное решение, представимое в виде

Kh(ti, ti− 1
2
) = −2(i− 1)

h
g(ti, ti−1) +

2i

h
g(ti, ti), i = j, (2.8)

Kh(ti, tj− 1
2
) = −2(j − 1)

h
g(ti, tj−1) +

6j

h
g(ti, tj)−

4i

h
g(ti, ti), i = j + 1, (2.9)

Kh(ti, tj− 1
2
) = −2(j − 1)

h
g(ti, tj−1) +

6j

h
g(ti, tj)+

+
8

h

i−1∑
l=j+1

(−1)l+jl · g(ti, tl) +
4i · (−1)i+j

h
g(ti, ti), i ≥ j + 2. (2.10)

Доказательство. Покажем, что условие (2.5), (2.6) для (2.3), (2.4) вы-
полняется. Для этого определим матрицу коэффициентов для (2.3), (2.4),
которая имеет блочный вид

Ā =


Ā1 0 . . . 0

0 Ā2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Ān

 . (2.11)

Блоки (2.11) определяются как

Āi =



1
2 1 1 . . . 1
1
4

3
4 1 . . . 1

1
6

1
2

5
6 . . . 1

... ... ... . . . ...
1
2i

3
2i

5
2i . . . 2i−1

2i


, i = 1, n. (2.12)

Далее приведем (2.12) к треугольному виду и получим (2.6).
Теперь убедимся, что матрица (2.5), (2.6) обеспечивает замкнутость и

разрешимость системы (2.17). Для доказательства замкнутости необходимо,
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чтобы число уравнений совпадало с числом неизвестных. Продемонстриру-
ем, что это условие выполняется для (2.3), (2.4). Покажем, что количество
уравнений соответствует числу неизвестных переменных.

Рассмотрим ядро K(t, s) , которое является несимметричным относитель-
но t и s , причем 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Сеточный аналог Kh(ti, tj− 1

2
) , j ≤ i , можно

представить в виде треугольной матрицы размерности (n×n) . С учетом ин-
дексов i и j для дискретизации временных точек, где i = 1, n и j = 1, i ,
можем подсчитать количество неизвестных значений. В данном случае коли-
чество неизвестных равно n(n+1)

2 .
Далее проведем подсчет числа уравнений, присутствующих в уравнени-

ях (2.3), (2.4). Легко заметить, что подсчет числа уравнений определяется
следующим образом:

n∑
i=1

i∑
j=1

1 =
n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
.

Нетрудно убедиться, что количество искомых значений в точности соот-
ветствует числу уравнений, составленных в системе (2.3), (2.4). Это говорит
о замкнутости системы.

Для доказательства разрешимости системы (2.17), достаточно показать,
что матрица A является невырожденной, т.е. ее определитель не равен нулю.
Определитель блочно-диагональной матрицы A вычисляется как произведе-
ние определителей ее диагональных блоков, т. е.

detA = detA1 · detA2 · . . . · detAn.

Проверим далее, что каждый из определителей блоков Ai также не равен
нулю. Найдем определители треугольных матриц Ai по следующей формуле:

detAi =
1

2
· 1

4
· . . . · 1

2i
=

i∏
l=1

1

2l
=

1

(2i)!!
. (2.13)

С учетом блочной структуры и формулы (2.13), определитель матрицы A

равен:

detA =
n∏
i=1

i∏
l=1

1

2l
=

n∏
i=1

1

(2i)!!
. (2.14)
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Из (2.14) видно, что detA 6= 0 , что свидетельствует о невырожденности
системы (2.17).

Таким образом, система (2.17) является замкнутой и невырожденной, что
подразумевает существование и единственность решения (2.17). Непосред-
ственное применение методов поиска решения приводит к разностной схеме,
описанной в виде уравнений (2.8)–(2.10).

Применение метода Product Integration для нахождения
численного решения несимметричного нестационарного ядра

Применительно к уравнению (1.7) рассмотрим проблему поиска интегра-
лов от ядер Вольтерра с помощью метода Product Integration. Этот метод был
предложен Витто Вольтерра в 1887 году [168] для дифференциальных урав-
нений, а позднее в 1971 году развит Питером Линцом в работе [149] для инте-
гральных уравнений. В соответствии с приведенными в [149] методическими
указаниями и с учетом ранее введенной сетки дискретизации, представленной
в уравнениях (2.1), (2.2), можно аппроксимировать уравнение (1.5) следую-
щим образом:

ih∫
0

K(ih, s)x(s)ds ≈
i∑
l=1

x

((
l − 1

2

)
h

) lh∫
(l−1)h

K(ih, s)ds, i = 1, n. (2.15)

Применяя (2.15), получим сеточный аналог уравнения (1.7). Для этого обо-
значим интегралы от ядер следующим образом:

mi,l =

lh∫
(l−1)h

K(ih, s)ds,

В таком случае уравнение (1.7) преобразуется в СЛАУ:

1

j

j∑
l=1

(
l − 1

2

)
mi,l +

i∑
l=j+1

mi,l = g(ih, jh), j = 1, i, i = 1, n, (2.16)

где неизвестные величины обозначены через mi,j .
Применительно к (2.16) можно сформулировать следующую теорему, по-

лученную автором в работе [100].
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ТЕОРЕМА 2. Пусть в задаче (2.16) матрица коэффициентов имеет вид
(2.5), (2.6). Тогда система

AM = F, (2.17)

где M = (m1,1,m2,1,m2,2,m3,1, . . . ,mn,n)
T , F = (gh1,1, g

h
2,1, g

h
2,2, g

h
3,1, . . . , g

h
n,n)

T ,
имеет единственное решение, представимое в виде

mi,i = −2(i− 1) · g(ti, ti−1) + 2i · g(ti, ti), i = j, (2.18)

mi,j = −2(j − 1) · g(ti, tj−1) + 6j · g(ti, tj)− 4i · g(ti, ti), i = j + 1, (2.19)

mi,j = −2(j − 1) · g(ti, tj−1) + 6j · g(ti, tj)+ (2.20)

+8
i−1∑
l=j+1

(−1)l+jl · g(ti, tl) + 4i · (−1)i+j · g(ti, ti), i ≥ j + 2.

Схема доказательства теоремы 2 аналогична доказательству теоремы 1.
Рассмотрим подробнее сходимость метода (2.8)–(2.10).

О сходимости разностной схемы (2.8)–(2.10)

Для исследования сходимости разностной схемы рассмотрим подход, ос-
нованный на разложении функций в ряд Тейлора в окрестности точки.

Сформулируем следующую теорему, которая была представлена автором
в работе [5].
ТЕОРЕМА 3. Пусть выполнены условия: K(t, ν) ∈ C(1) , g(t, ν) ∈ C

(1)
∆ ,

g(t, ν) ∈ C(2)
∆ . Тогда приближенное решение (2.8)–(2.10) сходится к сеточ-

ному аналогу точного решения (1.7) со скоростью O(h) .
Доказательство. Для краткости в доказательстве сходимости разност-

ной схемы (2.8)–(2.10) сосредоточимся на разборе только одной из этих схем,
а именно на (2.8). Для анализа функции в данной дискретной модели важно
учесть ее локальные свойства, которые можно оценить при помощи формулы
Тейлора. В нашем случае будем рассматривать функции g(ti, ti−1) и g(ti, ti)

в окрестности точки M0 с координатами
(
ti− 1

2
, νi− 1

2

)
, которые с учетом вы-

бранной сетки могут быть представлены как
((
i− 1

2

)
h,
(
i− 1

2

)
h
)
.

Таким образом, можно записать разложения для g(ti, ti−1) и g(ti, ti) . Это
разложение включает в себя первый и второй члены разложения функции.
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Применим формулу Тейлора для разложения функции g(t, ν) в окрестности
точки M0 и получим

g(ih, (i− 1)h) = g

((
i− 1

2

)
h,

(
i− 1

2

)
h

)
+

+
2∑
l=1

h2

l!

[(
1

2

∂g(t, ν)

∂t
− 1

2

∂g(t, ν)

∂ν

)l]
M0

,

g(ih, ih) = g

((
i− 1

2

)
h,

(
i− 1

2

)
h

)
+

+
2∑
l=1

h2

l!

[(
1

2

∂g(t, ν)

∂t
+

1

2

∂g(t, ν)

∂ν

)l]
M0

.

(2.21)

Подставим (2.21) в уравнение (2.8) и упростим полученное выражение. В
результате подстановки и соответствующих преобразований имеем:

Kh

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
=
−2(i− 1)

h
· g(ih, (i− 1)h) +

2i

h
· g(ih, ih) =

=

[
−2(i− 1)

h
· g(t, ν) +

h

2

(
∂g(t, ν)

∂t
− ∂g(t, ν)

∂ν

)
+

+
h2

8

(
∂g(t, ν)

∂t
− ∂g(t, ν)

∂ν

)2

+
2i

h
· g(t, ν)+

+
h

2

(
∂g(t, ν)

∂t
+
∂g(t, ν)

∂ν

)
+
h2

8

(
∂g(t, ν)

∂t
+
∂g(t, ν)

∂ν

)2
]
M0

.

Далее раскроем скобки и приведем подобные слагаемые. После соответству-
ющих арифметических преобразований имеем:

Kh

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
=

[
(−i+ 1 + i) · 2

h
· g(t, ν) + (−i+ 1 + i) · ∂g(t, ν)

∂t
+

+(i− 1 + i) · ∂g(t, ν)

∂ν
+ (−i+ 1 + i) · h

4
· ∂

2g(t, ν)

∂t2
+

+(−i+ 1 + i) · h
4
· ∂

2g(t, ν)

∂ν2
+ (i− 1 + i) · h

2
· ∂

2g(t, ν)

∂t∂ν

]
M0

=

=

[
2

h
· g(t, ν) +

∂g(t, ν)

∂t
+ (2i− 1) · ∂g(t, ν)

∂ν
+

+
(2i− 1)h

2
· ∂

2g(t, ν)

∂t∂ν
+
h

4
·
(
∂2g(t, ν)

∂t2
+ +

∂2g(t, ν)

∂ν2

)]
M0

.

(2.22)
Как видно из (2.22), в вычислении разностного аналога в точке

(
ih,
(
i− 1

2

)
h
)

участвуют значения функции g(t, ν) , ∂g(t,ν)
∂t , ∂g(t,ν)

∂ν , ∂2g(t,ν)
∂t∂ν , которые с учетом
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(1.7) имеют следующий вид:

g(t, ν) =
1

ν

ν∫
0

sK(t, s)ds+

t∫
ν

K(t, s)ds,

g′t =
1

ν

ν∫
0

sK ′t(t, s)ds+K(t, t) +

t∫
ν

K ′t(t, s)ds,

g′ν = − 1

ν2

ν∫
0

sK(t, s)ds.

(2.23)

Отметим, что (g′t)
′
ν = (g′ν)

′
t , поскольку

(g′t)
′
ν = − 1

ν2

ν∫
0

sK ′t(t, s)ds+
1

ν
· νK ′t(t, s)|s=ν −K ′t(t, s)|s=ν = − 1

ν2

ν∫
0

sK ′t(t, s)ds,

а также

(g′ν)
′
t = − 1

ν2

ν∫
0

sK ′t(t, s)ds,

из равенства правых частей следует равенство левых. Таким образом полу-
чаем, что

g′′tν = − 1

ν2

ν∫
0

sK ′t(t, s)ds. (2.24)

Теперь выпишем функции g(t, ν) , ∂g(t,ν)
∂t , ∂g(t,ν)

∂ν , ∂2g(t,ν)
∂t∂ν в точке M0 . Та-

ким образом, имеем:

g|M0
=

2

h(2i− 1)

(i− 1
2 )h∫

0

sK(t, s)ds,

g′t|M0
=

2

h(2i− 1)

(i− 1
2 )h∫

0

sK ′t(t, s)ds+K(t, t)|M0
,

g′ν|M0
= − 4

h2(2i− 1)2

(i− 1
2 )h∫

0

sK(t, s)ds,

g′′tν|M0
= − 4

h2(2i− 1)2

(i− 1
2 )h∫

0

sK ′t(t, s)ds.
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Подставив найденные значения производных и интегралов в выражение (2.22),
получаем следующее:

Kh

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
=

2

h
· 2

h(2i− 1)

(i− 1
2)h∫

0

sK(t, s)ds +

+
2

h(2i− 1)

(i− 1
2)h∫

0

sK ′t(t, s)ds+K(t, t)− (2i− 1) · 4

h2(2i− 1)2

(i− 1
2)h∫

0

sK(t, s)ds−

−(2i− 1)h

2
· 4

h2(2i− 1)2

(i− 1
2)h∫

0

sK ′t(t, s)ds +
h

4

(
∂2g(t, ν)

∂t2
+
∂2g(t, ν)

∂ν2

)]
M0

=

=

[
K(t, t) +

h

4

(
∂2g(t, ν)

∂t2
+
∂2g(t, ν)

∂ν2

)]
M0

=

= K

((
i− 1

2

)
h,

(
i− 1

2

)
h

)
+
h

4

[
∂2g(t, ν)

∂t2
+
∂2g(t, ν)

∂ν2

]
M0

.

(2.25)
Из правой части (2.25) видно, что разностная схема для Kh отличается от
значения K в точке M0 на слагаемое, которое определяется как

h

4

[
∂2g(t, ν)

∂t2
+
∂2g(t, ν)

∂ν2

]
M0

.

Следующий шаг заключается в применении формулы Тейлора к функции
K
((
i− 1

2

)
h,
(
i− 1

2

)
h
)
. Разлагая ее в окрестности точки

(
ih,
(
i− 1

2

)
h
)
, име-

ем

K

((
i− 1

2

)
h,

(
i− 1

2

)
h

)
≈ K

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
− h

2
K ′t

(
t,

(
i− 1

2

)
h

) ∣∣∣∣
t=ih

.

Теперь, подставив это разложение в (2.25), получим:

Kh

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
−K

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
≈

≈ −h
2
K ′t

(
t,

(
i− 1

2

)
h

) ∣∣∣∣
t=ih

+
h

4

[
∂2g(t, ν)

∂t2
+
∂2g(t, ν)

∂ν2

]
M0

.

В итоге имеем оценку:∣∣∣∣Kh

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

)
−K

(
ih,

(
i− 1

2

)
h

) ∣∣∣∣ = O(h). (2.26)
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Из оценки (2.26) следует, что метод обладает первым порядком сходимо-
сти (при уменьшении шага сетки h погрешность между расчетным и истин-
ным значениями уменьшается линейно). Доказательство сходимости разност-
ных схем (2.9), (2.10) проводится аналогично, при этом оценка сходимости
для (2.9), (2.10) равна O(h) .

Применение метода Product Integration для нахождения
сеточного аналога стационарного несимметричного ядра

Для реализации метода Product Integration применим формулу (2.15) к
парному интегральному уравнению (1.14), (1.15), что позволит сформировать
СЛАУ, которая имеет следующий вид:

i∑
l=i−j+1

i−j∑
k=1

i− l + 1
2

j

lh∫
(l−1)h

ds1

kh∫
(k−1)h

K12(s1, s2)ds2 =
(1)

f12 (ti, tj), (2.27)

i∑
l=i−j+1

i−j∑
k=1

i− l + 1
2

j

lh∫
(l−1)h

ds2

kh∫
(k−1)h

K12(s1, s2)ds1 =
(2)

f12 (ti, tj). (2.28)

Обозначим интегралы, необходимые для формирования системы уравнений,
следующим образом:

m
(p)
l,k =

lh∫
(l−1)h

kh∫
(k−1)h

K12(s1, s2)ds1ds2, (2.29)

где индекс p может принимать значения 1 или 2, где 1 соответствует (2.27),
а 2 – (2.28).

Сформулируем следующую теорему, полученную лично автором по ана-
логии с [100].

ТЕОРЕМА 4. Пусть в задаче (2.27), (2.28) матрица коэффициентов име-
ет вид

A =



A1×r1 0 . . . 0

A2×r2 0 . . . 0
... ... ...

An−2×rn−2 0 0

An−1×rn−1 0

An×rn


. (2.30)
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где

Ai×ri =



2i−1
2i

2i−3
2i 0 2i−5

2i 0 0 2i−7
2i 0 0 0 · · · 1

2i 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
i−1

0 2i−3
2i−2

2i−5
2i−2 0 1

2i−2 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
i−2

... ...

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
ri−2(i−1)−1

3

4
· · · 3

4︸ ︷︷ ︸
i−1

1

4
· · · 1

4︸ ︷︷ ︸
i−1

0

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
ri−i

1

2
· · · 1

2︸ ︷︷ ︸
i


. (2.31)

тогда система
AM (p) = F (p), (2.32)

где M (1) =
(
m

(1)
2,1,m

(1)
3,1,m

(p)
3,2 . . . ,m

(1)
n,n−1

)T
, M (2) =

(
m

(2)
1,2,m

(2)
1,3,m

(2)
2,3 . . . ,m

(2)
n−1,n

)T
,

F (p) =

(
(p)

fh2,1,
(p)

fh3,1,
(p)

fh3,2, . . . ,
(p)

fhn,n−1

)T

, p = 1, 2 , имеет единственное ре-

шение, представимое в виде

m
(p)
i,j = 8

i−2∑
l=j+1

(l − j)(−1)i−l
(p)

f12 (tl, tl−j)− 6(i− j − 1)
(p)

f12 (ti−1, ti−j−1)+

+2(i− j)
(p)

f12 ti, ti−j), i > j, j = 1, (2.33)

m
(p)
i,j = 8

i−2∑
l=j

l−j+1∑
k=l−j

k(−1)i+j−k
(p)

f12 (tl, tk) + 6

i−j∑
k=i−j−1

k(−1)i+j−k
(p)

f12 (ti−1, tk)+

+2

i−j+1∑
k=i−j

k(−1)i+j−k
(p)

f12 (ti, tk), i− j > 1, (2.34)

m
(p)
i,j = 6

(p)

f12 (ti−1, t1) + 2
(p)

f12 (ti, t1)− 4
(p)

f12 (ti, t2), i− j = 1. (2.35)

Доказательство. Покажем, что выполняется условие (2.30), (2.31) для
(2.27), (2.28). Определим матрицу коэффициентов для (2.27), (2.28), которая
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имеет блочный вид

Ā =



A1×r1 0 . . . 0

A2×r2 0 . . . 0
... ... ...

An−2×rn−2 0 0

An−1×rn−1 0

An×rn


. (2.36)

Блоки (2.36) определяются как

Āi×ri =



0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
ri−i

1

2
· · · 1

2︸ ︷︷ ︸
i

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
ri−2(i−1)−1

3

4
· · · 3

4︸ ︷︷ ︸
i−1

1

4
· · · 1

4︸ ︷︷ ︸
i−1

0

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
ri−3(i−2)−2

5

6
· · · 5

6︸ ︷︷ ︸
i−2

3

6
· · · 3

6︸ ︷︷ ︸
i−2

0
1

6
· · · 1

6︸ ︷︷ ︸
i−2

0 0

... ...
2i−1

2i
2i−3

2i 0 2i−5
2i 0 0 2i−7

2i 0 0 0 · · · 1
2i 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

i−1



, ri =
i∑
l=1

l, i = 1, n.

(2.37)
Далее c применением различных линейных операций и перестановок строк
приведем (2.36), (2.37) к треугольному виду и получим (2.30), (2.31).

Теперь убедимся, что матрица (2.30), (2.31) обеспечивает замкнутость и
разрешимость системы (2.32). Перейдем к доказательству замкнутости. По-
лагая, что i и j определяются диапазонами i = 1, n и j = 1, i соответ-
ственно, можем подсчитать количество искомых значений: n2 − n. Расчет
количества уравнений, в свою очередь, выглядит следующим образом:

2
n−1∑
i=1

i∑
j=1

1 = 2
n−1∑
i=1

i = n2 − n.

Таким образом, количество искомых значений совпадает с количеством урав-
нений. Это свидетельствует о замкнутости СЛАУ.

Для доказательства разрешимости системы (2.32), достаточно показать,
что матрица A является невырожденной, т.е. ее определитель не равен нулю.
Продемонстрируем, что (2.32) является невырожденной при p = 1 . Для этого
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вычислим определитель матрицы через произведение диагональных элемен-
тов. Окончательно имеем:

det A =
n∏
i=1

(
1

2i
· 1

2i− 2
· · · 1

2

)
=

n∏
i=1

i∏
l=1

1

2l
=

n∏
i=1

1

(2i)!!
.

Учитывая полученное равенство, можно заключить, что det A 6= 0 . Это сви-
детельствует о невырожденности матрицы и, следовательно, о существовании
единственного решения для системы (2.32) при p = 1 (аналогичные рас-
суждения применимы и для p = 2 ). Непосредственное применение методов
поиска решения приводит к разностной схеме, описанной в виде уравнений
(2.33)–(2.35).

Следует отметить, что вид сигналов (1.14), (1.15) не позволяет найти эле-
менты mi,i , стоящие на диагонали. Выполним их восстановление на сигналах
в виде комбинаций функций Хевисайда с отклоняющимися аргументами:x1ν(t) = e(t)− e(t− ν),

x2(t) = e(t),
(2.38)

x1(t) = e(t),

x2ν(t) = e(t)− e(t− ν), 0 ≤ ν ≤ t ≤ T.
(2.39)

Таким образом, решение для диагональных элементов mi,i методом Product
Integration будет иметь вид

mi,i = f̂12(ti−1, ti−1)+
(1)

f̂12 (ti, t1)+
(2)

f̂12 (ti, t1)− f̂12(ti, ti), (2.40)

где
(1)

f̂12 (ti, t1) ,
(2)

f̂12 (ti, t1) , f̂12(ti, ti) – отклики на сигналы (2.38), (2.39), i =

1, n .

2.1.2. Метод Рунге-Кутта в задаче идентификации
несимметричного ядра

Перейдем к численному решению (1.28), (1.29), построенному путем под-
ставления сигналов (1.26), (1.27) в (1.10). Для поиска численного решения
будем использовать метод типа Рунге-Кутта [141]. Введем на [h, T ] следую-
щую равномерную сетку:

ti = ih, i = 1, n, νj = jh, j = 0, n− 1, n =
T

h
,
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tip = ti +
ph

m
, p = 1,m, 0 < u1 < u2 < · · · < um ≤ 1,

νjq = νj +
qh

m
, q = 1,m, 0 < v1 < v2 < · · · < vm ≤ 1,

где m – число разбиения подсетки. Рассмотрим (1.28), поскольку (1.29) рас-
сматривается аналогично. Полагая t = tip, ν = νjq в (1.28), переходим к
системе числовых равенств

(1)

f12 (tip, νjq) =

tip∫
tip−h

ds1

tip−νjq∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2,

i = 1, n, j = 0, n− 1, p = 1,m, q = 1,m.

Разбиваем интегралы так, чтобы был выделен «целый» ( i -й) узел , т. е.

(1)

f12 (tip, νjq) =

tip∫
tip−h

ds1

tip−νjq∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2 =

=

ti∫
tip−h

ds1

tip−νjq∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2 +

tip∫
ti

ds1

tip−νjq∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2 =

=

ti∫
tip−h

ds1

ti−νj∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2 +

tip∫
ti

ds1

ti−νj∫
tip−νjq−h

K12(s1, s2)ds2+

+

ti∫
tip−h

ds1

tip−νjq∫
ti−νj

K12(s1, s2)ds2 +

tip∫
ti

ds1

tip−νjq∫
ti−νj

K12(s1, s2)ds2.

Аппроксимируем каждый интеграл квадратурными формулами
tip∫
ti

ϕ(s)ds = h
m∑
k=1

apkϕ(tik), p = 1,m,

ti+1∫
tip

ϕ(s)ds = h
m∑
k=1

bpkϕ(tik), p = 1,m,

с коэффициентами

apk =

up∫
0

Lk(s)ds, bpk =

1∫
up

Lk(s)ds, p = 1,m, k = 1,m, (2.41)
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где

Lk(t) =
ω(t)

(t− uk)ω′(uk)
, k = 1,m, ω(t) =

m∏
k=1

(t− uk).

Данные формулы основаны на аппроксимации функции ϕ(t) интерполяци-
онными многочленами Лагранжа m -й степени. C учетом обозначения

r =

p− q, p > q,

m+ p− q, p ≤ q,

ti − νj = ti−j.

получаем численную схему для (1.28):

h2
m∑
k=1

m∑
l=1

bkpblrK
h
12(ti−1,k, ti−j−1,l) + h2

m∑
k=1

m∑
l=1

bkpalrK
h
12(ti−1,k, ti−j,l)+

+h2
m∑
k=1

m∑
l=1

akpblrK
h
12(ti,k, ti−j−1,l)+h

2
m∑
k=1

m∑
l=1

akpalrK
h
12(ti,k, ti−j,l) =

(1)

f12 (tip, νjq).

(2.42)
В случае (1.29) действуем аналогичным образом и получаем

h2
m∑
k=1

m∑
l=1

bkpblrK
h
12(ti−j−1,k, ti−1,l) + h2

m∑
k=1

m∑
l=1

bkpalrK
h
12(ti−j−1,k, ti,l)+

+h2
m∑
k=1

m∑
l=1

akpblrK
h
12(ti−j,k, ti−1,l)+h

2
m∑
k=1

m∑
l=1

akpalrK
h
12(ti−j,k, ti,l) =

(2)

f12 (tip, νjq).

(2.43)
Таким образом, формулы (2.42), (2.43) представляют из себя СЛАУ, размер-
ностью m2n2×m2n2 . Отметим, что сходимость будет определяться значением
m . В пункте 2.3.2. будут рассмотрены примеры с применением формул (2.42),
(2.43).

2.1.3. Численное решение линейных многомерных уравнений
Вольтерра методом шагов

В данном пункте рассмотрим (1.2), (1.3) в случае стационарности дина-
мической системы в условиях, что N = 3 и p = 3 . Также положим, что
задача декомпозиции отклика y(t) на составляющие решена. В данной за-
даче нас также интересует несимметричное ядро, но теперь оно отвечает за
одновременное воздействие трех различных входных сигналов.
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Выпишем соответствующее интегральное слагаемое:
t∫

0

t∫
0

t∫
0

ϕ(s1, s2, s3)x1(t− s1)x2(t− s2)x3(t− s3)ds1ds2ds3 = f(t). (2.44)

Здесь f123(t) = f(t) – вклад соответствующего слагаемого в y(t) , функция
K123(s1, s2, s3) обозначена через ϕ(s1, s2, s3) .

Область определения функции ϕ обозначим через Ω , которая состоит

из объединения Ω(i) , i = 1, 6 , так что Ω =
6⋃
i=1

Ω(i) , при этом

Ω(1) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s2 ≤ s3 ≤ s1 ≤ T},

Ω(2) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s1 ≤ s3 ≤ s2 ≤ T},

Ω(3) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ s3 ≤ T},

Ω(4) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ s3 ≤ T},

Ω(5) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s3 ≤ s2 ≤ s1 ≤ T},

Ω(6) = {s1, s2, s3 : 0 ≤ s3 ≤ s1 ≤ s2 ≤ T}.

Формирование трехмерного континуума
(i)
z (t, ν, µ) , i = 1, 6 , в правой

части (2.44) реализуется за счет добавления вспомогательного семейства двух
параметров ν, µ , таких, что 0 ≤ µ ≤ ν < t ≤ T .

Для идентификации функции ϕ в подобласти Ω(1) подставим в (2.44)
сигналы вида 

x1(t) = e(t)− e(t− h),

x2ν(t) = e(t− ν)− e(t− ν − h),

x3µ(t) = e(t− µ)− e(t− µ− h).

(2.45)

Здесь e(t) – функция Хевисайда вида (1.13). Заметим, что представленный
тип сигналов был использован ранее в работе [162] в задаче восстановления
интегралов от ядер методом Product Integration.

В оставшихся пяти случаях s1, s2, s3 ∈ Ω(i) , i = 2, 6 , тестовые сигналы
формируются за счет перестановки правых частей из (2.45).

Таким образом, за счет выбора входных возмущений в виде (2.45) за-
дача идентификации ϕ редуцируется к решению интегрального уравнения
Вольтерра I рода:
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V3(1)ϕ ≡
t∫

t−h

ds1

t−ν∫
t−ν−h

ds2

t−µ∫
t−µ−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(1)
z (t, ν, µ),

V3(2)ϕ ≡
t−ν∫

t−ν−h

ds1

t∫
t−h

ds2

t−µ∫
t−µ−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(2)
z (t, ν, µ),

V3(3)ϕ ≡
t−ν∫

t−ν−h

ds1

t−µ∫
t−µ−h

ds2

t∫
t−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(3)
z (t, ν, µ),

V3(4)ϕ ≡
t−µ∫

t−µ−h

ds1

t−ν∫
t−ν−h

ds2

t∫
t−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(4)
z (t, ν, µ),

V3(5)ϕ ≡
t∫

t−h

ds1

t−µ∫
t−µ−h

ds2

t−ν∫
t−ν−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(5)
z (t, ν, µ),

V3(6)ϕ ≡
t−µ∫

t−µ−h

ds1

t∫
t−h

ds2

t−ν∫
t−ν−h

ϕ(s1, s2, s3)ds3 =
(6)
z (t, ν, µ).

(2.46)

Отметим, что понятие решения (2.46) требует уточнения. В силу того, что
t−h ≥ 0 в нижних пределах интегрирования, областью определения искомой
функции ϕ̄ для каждой из переменных s1 , s2 , s3 является отрезок [0, T ] ,
содержащий полуинтервал [0, h) , так что уравнение (2.46) имеет смысл толь-
ко в том случае, если решение ϕ̄ известно при s1, s2, s3 ∈ [0, h) и s ∈ [0, T ] ,
т. е.

ϕ̄(s1, s2, s) = ϕ(0)(s1, s2, s), ϕ̄(s1, s, s3) = ϕ(0)(s1, s, s3),

ϕ̄(s, s2, s3) = ϕ(0)(s, s2, s3), ϕ̄(s1, s, s) = ϕ(0)(s1, s, s),

ϕ̄(s, s2, s) = ϕ(0)(s, s2, s), ϕ̄(s, s, s3) = ϕ(0)(s, s, s3).

(2.47)

Их (2.46) для ν = µ = 0 имеем цепочку равенств
(1)
z (t, ν, µ) = =

(2)
z (t, ν, µ) =

(3)
z

(t, ν, µ) =
(4)
z (t, ν, µ) =

(5)
z (t, ν, µ) =

(6)
z (t, ν, µ) = z(t, 0, 0) .

Введем равномерную сетку с шагом h , так что Nh = T , и выполним
разбиение правых частей (2.46) на подобласти:

∆k = {t, ν, µ : ν + h ≤ t, µ ≤ ν, kh ≤ t < (k + 1)h}, k = 1, N − 1,

∆N = {t, ν, µ : ν + h ≤ t, µ+ h ≤ t, µ ≤ ν, t = Nh},
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∆0 = {t, ν, µ : D1 ∪D2, ν ≥ µ ≥ 0},

D1 = {t, ν, µ : 0 ≤ µ ≤ ν ≤ t, 0 ≤ t < h, h > 0},

D2 = {t, ν, µ : t− h ≤ µ ≤ ν ≤ t, h ≤ t ≤ T, h > 0}.

Здесь ∆0 совпадает с предысторией, а также
N⋃
k=1

∆k = {t, ν, µ : ν + h ≤ t, µ+ h ≤ t, h ≤ t ≤ T, ν ≥ µ ≥ 0, h > 0}.

Далее рассмотрим алгоритм для получения искомого решения уравне-
ний (2.46) и (2.47). Этот алгоритм развивает метод шагов для одномерного
случая, который описан в работе [131].

Модификация метода шагов. Зададим в трехмерной плоскости точ-
ку N с координатами (t, ν, µ) . Структурная схема алгоритма построения
решения включает N + 1 шагов. Предполагается, что N(t, ν, µ) ∈ ∆i при
фиксированном значении i = 1, N + 1 . На каждом i -м шаге будем помнить
о важных моментах, связанных с разрешимостью уравнений (2.46) и (2.47) в
классе непрерывных несимметричных функций на Ω .

A. Проверка условия разрешимости для правых частей
(i)
z (t, ν, µ) , i =

1, 6 , которое в классическом случае обычно записывается как y(0) = 0 .
B. Получение формул, определяющих искомое решение, путем диффе-

ренцирования уравнения (2.46) по переменным t , ν и µ .
C. Выявление условий согласования, которые гарантируют непрерыв-

ность решения.
Далее рассмотрим данный алгоритм более подробно.
Шаг 1. А. Покажем, что условие разрешимости для (2.46) в начальной

точке N(h, 0, 0) ∈ ∆1 выполняется:

z(t, 0, 0) =

t∫
t−h

dλ1

t∫
t−h

dλ2

t∫
t−h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 =

=

h∫
t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

h∫
t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

h∫
t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

t∫
t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3+
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+

t∫
h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

t∫
h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

t∫
h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

t∫
h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3.

Учитывая (2.47), получаем

z(t, 0, 0) =

h∫
t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

h∫
t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

h∫
t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

t∫
t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

t∫
h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

t∫
h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 +

t∫
h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3+

+

t∫
h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3.

Таким образом, имеет место

t∫
h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 = z(t, 0, 0)−

−
h∫

t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
h∫

t−h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3−

−
h∫

t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
t∫

t−h

dλ1

t∫
h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3−

−
t∫

h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
t∫

h

dλ1

t∫
h

dλ2

h∫
t−h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3−
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−
t∫

h

dλ1

h∫
t−h

dλ2

t∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ g1(t, 0, 0).

В результате, в начальной точке N(h, 0, 0) ∈ ∆1 условие разрешимости для
уравнения (2.46) удовлетворяется, так как

g1(h, 0, 0) = z(h, 0, 0)−
h∫

0

dλ1

h∫
0

dλ2

h∫
0

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ 0. (2.48)

B. Полагая, что функции
(i)
z (t, ν, µ) и g1(t, ν, µ) принадлежат классу

C
(3)
∆1

для i = 1, 6 , решение (2.46) находится путем дифференцирования урав-
нения по t , ν и µ . Решение (2.46) в Ω

(1)
1 (N(t, ν, µ)) вида ϕ(1)(M1) , где

M1 ∈ Ω
(1)
1 (N(t, ν, µ)) , задано формулой

ϕ(1)(M1) = D3

(1)
z +ϕ(0)(t− h, t− ν, t− µ)+

+ϕ(0)(t, t− ν − h, t− µ)− ϕ(0)(t− h, t− ν − h, t− µ)+

+ϕ(0)(t, t− ν, t− µ− h)− ϕ(0)(t− h, t− ν, t− µ− h)−

−ϕ(0)(t, t− ν − h, t− µ− h) + ϕ(0)(t− h, t− ν − h, t− µ− h), (2.49)

D3

(1)
z = (

(1)
z )
′′′

tνµ + (
(1)
z )
′′′

ν2µ + (
(1)
z )
′′′

νµ2.

C. Получим условие непрерывности (2.49) на ∆1 . Предположим, что
точка M1(p, q, r) ∈ Ω

(1)
k (N(t, ν, µ)) , для координат которой справедливо сле-

дующее: t − ν ≤ q ≤ r ≤ p ≤ t , t − µ ≤ q ≤ r ≤ p ≤ t , µ ≤ ν . Пусть
также существуют шесть точек, симметричных данной точке относительно
плоскостей p = q , q = r и p = r . Обозначим их как Mi ∈ Ω

(i)
k (N) для

i = 1, 6 .
Теперь перепишем уравнение (2.49) в виде

ϕ(k)(M1) = D3

(1)
z +ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ) + ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ)−

−ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ) + ϕ(k−1)(t, t− ν, t− µ− h)−

−ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ− h)− ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ− h)+

+ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ− h), (2.50)
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где k = 1 . Следовательно, из (2.50) вытекает условие непрерывности сты-
ковки ϕ(0) в точке M1 ∈ Ω

(1)
1 (N(t, ν, µ)) для h ≤ t < 2h , ν = µ = t− h :

D3

(1)
z |N(t,ν,µ) = ϕ(k)(t, t− ν, t− µ)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ)−

−ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ) + ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ)−

−ϕ(k−1)(t, t− ν, t− µ− h) + ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ− h)+

+ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ− h)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ− h) =

= ϕ(k−1)(t, t− ν, t− µ)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ)− (2.51)

−ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ) + ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ)−

−ϕ(k−1)(t, t− ν, t− µ− h) + ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ− h)+

+ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ− h)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ− h).

Отметим, что стыковка областей Ω(i) , i = 1, 6 , реализуется специальным
образом (Рисунок 2.1).

Рисунок 2.1 – Специфика соотношения областей Ω(i), i = 1, 6

На Рисунке 2.1 области, которые пересекаются при ν = µ = 0 , соединены
сплошной линией, при µ = 0 и ν 6= 0 – пунктирной линией, а при ν = µ 6= 0 –
штриховой.

В результате условие (2.51) выполняется для областей Ω
(1)
1 ∩ Ω

(5)
1 , что

равносильно h < t < 2h, 0 ≤ µ = ν ≤ t−h , для Ω
(1)
1 ∩Ω

(4)
1 , что равносильно

h < t < 2h, ν = t − h, µ = 0 , а также для пересечения всех областей Ω
(i)
1 ,

i = 1, 6 , т.е t = h , µ = ν = 0 .
Если функция ϕ(0)(t, t− ν, t−µ) непрерывна в области Ω0 (где Ω0 – об-

ласть, соответствующая предыстории), то благодаря условию (2.51), функция
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ϕ(1)(t, t − ν, t − µ) будет непрерывна в области Ω
(1)
1 . Подобное рассуждение

также применимо к функции ϕ(1) из областей Ω
(i)
1 , где i = 2, 6 .

Шаг 2. Ограничимся на данном шаге подробным рассмотрением пунк-
тов A и C алгоритма.

A. Рассмотрим область ∆2 . Пусть N(t, 0, 0) ∈ ∆2 . Проведя аналогичные
рассуждения, как в предыдущем случае, получим

t∫
2h

dλ1

t∫
2h

dλ2

t∫
2h

ϕ(λ1, λ2, λ3)dλ3 = z(t, 0, 0)−

−
2h∫

t−h

dλ1

2h∫
t−h

dλ2

2h∫
t−h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
2h∫

t−h

dλ1

2h∫
t−h

dλ2

t∫
2h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3−

−
2h∫

t−h

dλ1

t∫
2h

dλ2

2h∫
t−h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
t∫

t−h

dλ1

t∫
2h

dλ2

t∫
2h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3−

−
t∫

2h

dλ1

2h∫
t−h

dλ2

2h∫
t−h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3 −
t∫

2h

dλ1

t∫
2h

dλ2

2h∫
t−h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3−

−
t∫

2h

dλ1

2h∫
t−h

dλ2

t∫
2h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ g2(t, 0, 0).

Условие разрешимости g2(2h, 0, 0) = 0 заведомо выполняется, так как

g2(2h, 0, 0) = z(2h, 0, 0)−
2h∫
h

dλ1

2h∫
h

dλ2

2h∫
h

ϕ(1)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ 0. (2.52)

C. Предварительно отметим, что в силу специфики стыковки областей
(см. Рисунок 2.1) дополнительно возникают условия, аналогичные (2.51). В
частности, для точки N с координатами (2h, h, h) подобное условие пред-
ставимо в виде

g21(2h, h, h) =
(j)
z (2h, h, h)−

2h∫
h

dλ1

h∫
0

dλ2

h∫
0

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ 0, j = 1, 5,

(1)
z (2h, h, h) =

(5)
z (2h, h, h), (2.53)



71

а в точке N(2h, h, 0) условие стыковки представляется как

g22(2h, h, 0) =
(j)
z (2h, h, 0)−

2h∫
h

dλ1

h∫
0

dλ2

2h∫
h

ϕ(0)(λ1, λ2, λ3)dλ3 ≡ 0, j = 1, 4,

(1)
z (2h, h, 0) =

(4)
z (2h, h, 0). (2.54)

Окончательно, принимая во внимание предположение о том, что
(i)
z (t, ν, µ) ,

g2(t, ν, µ) , g21(t, ν, µ) , g22(t, ν, µ) ∈ C
(3)
∆2

для i = 1, 6 , решение уравнения
(2.46) примет вид (2.50) при k = 2 . Убедимся далее, что условия (2.51) при
k = 2 обеспечивают непрерывность функций ϕ(0) и ϕ(2) при 2h ≤ t < 3h ,
t − h ≤ ν < t , µ = t − h , а также функций ϕ(1) и ϕ(2) при t = 2h ,
t− 2h ≤ µ ≤ ν ≤ t− h .

Действительно, в первом случае из (2.51) следует, что

D3

(1)
z |N(t,ν,µ) = ϕ(2)(t, t− ν, h)− ϕ(1)(t− h, t− ν, h)− ϕ(1)(t, t− ν − h, h)+

+ϕ(1)(t−h, t−ν−h, h)−ϕ(1)(t, t−ν, 0)+ϕ(1)(t−h, t−ν, 0)+ϕ(1)(t, t−ν−h, 0)−

−ϕ(1)(t−h, t−ν−h, 0) = ϕ(2)(t, t−ν, h)−ϕ(0)(t−h, t−ν, h)−ϕ(0)(t, t−ν−h, h)+

+ϕ(0)(t− h, t− ν − h, h)− ϕ(0)(t, t− ν, 0) + ϕ(0)(t− h, t− ν, 0)+

+ϕ(0)(t, t− ν − h, 0)− ϕ(0)(t− h, t− ν − h, 0),

так что lim
ε→0

ϕ(0)(t, t− ν, h− ε) = ϕ(2)(t, t− ν, h) . Во втором случае

D3

(1)
z |N(t,ν,µ) = ϕ(2)(2h, 2h− ν, 2h− µ)− ϕ(1)(h, 2h− ν, 2h− µ)−

−ϕ(1)(2h, h− ν, 2h− µ) + ϕ(1)(h, h− ν, 2h− µ)− ϕ(1)(2h, 2h− ν, h− µ)+

+ϕ(1)(h, 2h− ν, h− µ) + ϕ(1)(2h, h− ν, h− µ)− ϕ(1)(h, h− ν, h− µ) =

= ϕ(1)(2h, 2h− ν, 2h− µ)− ϕ(1)(h, 2h− ν, 2h− µ)− ϕ(1)(2h, h− ν, 2h− µ)+

+ϕ(1)(h, h− ν, 2h− µ)− ϕ(1)(2h, 2h− ν, h− µ) + ϕ(1)(h, 2h− ν, h− µ)+

+ϕ(1)(2h, h− ν, h− µ)− ϕ(1)(h, h− ν, h− µ),

так что lim
ε→0

ϕ(1)(2h− ε, 2h− ν, 2h− µ) = ϕ(2)(2h, 2h− ν, 2h− µ) .

Функция ϕ(2) из области Ω
(1)
2 имеет общую границу с функциями ϕ(2)

из областей Ω
(4)
2 и Ω

(5)
2 . Выполнение равенства правых частей уравнения
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(2.46):
(1)
z (2h, h, 0) =

(4)
z (2h, h, 0) и

(1)
z (2h, h, h) =

(5)
z (2h, h, h) обеспечивает

непрерывность стыковки решения (см. Рисунок 2.1).
Шаг N+1 . Решение уравнения (2.46), (2.47) находится путем последова-

тельного увеличения значения индекса k до значения N + 1 . Для краткости
рассмотрим только пункт B алгоритма и подобласть Ω(1) . Следовательно,

решение уравнения V3(1)ϕ =
(1)
z из (2.46) можно определить с помощью фор-

мулы обращения (в терминологии [131])

ϕ̄(t, t− ν, t− µ) =
N+1∑
k=1

D3

(1)
z |∆k

+
N+1∑
k=1

(ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ)+

+ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ)+

+ϕ(k−1)(t, t− ν, t− µ− h)− ϕ(k−1)(t− h, t− ν, t− µ− h)−

−ϕ(k−1)(t, t− ν − h, t− µ− h) + ϕ(k−1)(t− h, t− ν − h, t− µ− h)). (2.55)

Решение (2.46), (2.47) в остальных подобластях Ω(i) ∈ Ω , i = 2, 6 , будет
иметь аналогичный вид.

Замечание. Следует отметить, что проверка условий типа (2.48),
(2.52) необходима для обеспечения взаимной обратимости операторов ин-
тегрирования V3(i) , i = 1, 6 , и дифференцирования D3 при их последова-
тельном применении. Подобная проверка важна, как в классическом случае
(см., например [17]), так и в рассматриваемом контексте.

Выделим условия, гарантирующие непрерывность ϕ̄ внутри каждой из
подобластей Ω(i) , i = 1, 6 , с помощью условия (2.52) при k = 1, N + 1 . Рас-
смотрим для простоты случай подобласти Ω(1) и сформулируем следующую
теорему.

ТЕОРЕМА 5. Пусть ϕ̄ =
N+1∑
i=1

ϕ(i) – решение (2.46) на Ω(1) с предысто-

рией ϕ(0) (2.47), непрерывной на Ω0(N) , N ∈ ∆0 , и пусть функция
(1)
z

удовлетворяет условиям

D3

(1)
z |N(t,ν,µ) ∈ CΩ(1),

D3

(1)
z |N(t,ν,t−h) = ϕ(0)(t, t− ν, h)− ϕ(0)(t− h, t− ν, h)− ϕ(0)(t, t− ν − h, h)+

+ϕ(0)(t− h, t− ν − h, h)− ϕ(0)(t, t− ν, 0) + ϕ(0)(t− h, t− ν, 0)+
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+ϕ(0)(t, t− ν − h, 0)− ϕ(0)(t− h, t− ν − h, 0).

Тогда

lim
ε→0

ϕ(0)(t, t− ν, h− ε) = ϕ(i)(t, t− ν, h), i = 1, N + 1, N(t, ν, t− h) ∈ ∆1,

lim
ε→0

ϕ(i−1)(t, t−ν−ε, t−µ−ε) = ϕ(i)(t, t−ν, t−µ), i = 2, N + 1, N(t, ν, µ) ∈ ∆i.

Сформулированная автором теорема 5 развивает результат публикации
[163] с двумерного на трехмерный случай. Доказательство теоремы 5 сле-
дует из геометрических соображений, т.е. осуществляется проверка условия
согласования на границах подобластей (см. Рисунок 2.1), внутри самих под-
областей и на границе с предысторией.

Отметим, что вышеупомянутые теоретические результаты были получе-
ны для последующего применения в работе с ядром K(s1, s2, s3) , включая вы-
бор численного метода для поиска приближенного решения уравнения (2.46).

Иллюстративный пример

Проиллюстрируем специфику полученных формул. Пусть h = 1 , так что
из (2.46) имеем

(1)
z (t, ν, µ) = −t4 +ν2−µ− 1

4
tν+νµ+2,

(3)
z (t, ν, µ) = −t4 +ν2− 5

4
µ+2, (2.56)

(2)
z (t, ν, µ) = −t4 − ν3 − 3

7
tν + ν2µ+ 2,

(4)
z (t, ν, µ) = −t4 − ν2 − µ+ 2, (2.57)

(5)
z (t, ν, µ) = −t4 + tµ+ νµ+ 2,

(6)
z (t, ν, µ) = −t4 + µ− 1

4
t2ν + 2, (2.58)

где t ∈ [0, 3] , µ ≤ ν ≤ t− 1 и

ϕ(0)(s1, s2, s3) = −1

3
s1 + s2 +

4

3
s3; ϕ(0)(s2, s1, s3) = −1

3
s2 + s1 +

4

3
s3;

ϕ(0)(s2, s3, s1) = −1

3
s2 + s3 +

4

3
s1; ϕ(0)(s3, s2, s1) = −1

3
s3 + s2 +

4

3
s1;

ϕ(0)(s1, s3, s2) = −1

3
s1 + s3 +

4

3
s2; ϕ(0)(s3, s1, s2) = −1

3
s3 + s1 +

4

3
s2,

s1, s3 ∈ [0, 3], s2 ∈ [0, 1), s2 ≤ s3 ≤ s1. (2.59)
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Убедимся в выполнении условия разрешимости (2.48), что область Ω

представима в виде куба, рассмотрим равенство∫∫∫
Ω

ϕ(s1, s2, s3)
3∏
i=1

dsi =

∫∫∫
Ω

ϕ(s1, s3, s2)
3∏
i=1

dsi =

=

∫∫∫
Ω

ϕ(s2, s1, s3)
3∏
i=1

dsi =

∫∫∫
Ω

ϕ(s2, s3, s1)
3∏
i=1

dsi =

=

∫∫∫
Ω

ϕ(s3, s2, s1)
3∏
i=1

dsi =

∫∫∫
Ω

ϕ(s3, s1, s2)
3∏
i=1

dsi =

=
1

6

∫∫∫
Ω

(ϕ(s1, s2, s3) + ϕ(s1, s3, s2) + ϕ(s2, s1, s3)+

+ϕ(s2, s3, s1) + ϕ(s3, s2, s1) + ϕ(s3, s1, s2))
3∏
i=1

dsi.

Учитывая (2.56)–(2.59) и полагая, что мы находимся в ∆1 , имеем
t∫

t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s1 + s2 +

4

3
s3

) 3∏
i=1

dsi =

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s2 + s1 +

4

3
s3

) 3∏
i=1

dsi

=

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s2 + s3 +

4

3
s1

) 3∏
i=1

dsi =

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s3 + s2 +

4

3
s1

) 3∏
i=1

dsi

=

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s1 + s3 +

4

3
s2

) 3∏
i=1

dsi =

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(
−1

3
s3 + s1 +

4

3
s2

) 3∏
i=1

dsi

V3(j)ϕ =
2

3

t∫
t−1

t∫
t−1

t∫
t−1

(s1 + s2 + s3)
3∏
i=1

dsi, j = 1, 6.

Находим значения z(t, 0, 0) =
(i)
z (t, 0, 0), i = 1, 6 , из (2.56)–(2.58) при ν =

µ = 0 , так что
z(t, 0, 0) = −t4 + 2.

Для проверки (2.48) при t ∈ [1, 2) вычислим

z(1, 0, 0) = 1− 2

3

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2

1∫
0

(s1 + s2 + s3)ds3 = 1− 1 ≡ 0.
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Таким образом, согласно (2.49), для N(t, ν, µ)) ∈ ∆1 = {t, ν, µ : µ ≤ ν ≤
t− 1, 1 ≤ t < 2} получим

ϕ(1)(M1) = −1

3
s1 + s2 +

4

3
s3, ϕ

(1)(M2) = −1

3
s2 + s1 +

4

3
s3,

ϕ(1)(M3) =
1

3
s2 + s3 +

4

3
s1, ϕ

(1)(M4) = −1

3
s3 + s2 +

4

3
s1,

ϕ(1)(M5) = −1

3
s1 + s3 +

4

3
s2, ϕ

(1)(M6) = −1

3
s3 + s1 +

4

3
s2,

где Mi(p, q, r) ∈ Ω
(i)
1 (N(t, ν, µ)), i = 1, 6, s1 = t, s2 = t − ν, s3 =

t−µ . Получено, что условие согласования (2.51) выполняется, следовательно
функция ϕ(1) непрерывна в Ω

(i)
1 (N(t, ν, µ)), i = 1, 6 .

Пусть теперь N(t, ν, µ)) ∈ ∆2 = {t, ν, µ : µ ≤ ν ≤ t − 1, 2 ≤ t < 3} .
Тогда

z(2, 0, 0) = −14 6= 2

3

2∫
1

ds1

2∫
1

ds2

2∫
1

(s1 + s2 + s3)ds3 = 3.

В силу нарушения условия (2.53) задача (2.56)–(2.59) неразрешима в классе
непрерывных функций, ограниченных областями Ω

(i)
2 (N(t, ν, µ)), i = 1, 6 .

2.2. Задача идентификации векторного входного сигнала в
квадратичном и кубическом полиномах Вольтерра

В данном разделе рассматривается задача идентификации входного сиг-
нала для систем, описываемых интегральными уравнениями Вольтерра I ро-
да. Основное внимание уделяется случаям, когда отклики системы содержат
погрешности измерений, что требует применения специальных методов филь-
трации.

В первой части раздела представлен подход к восстановлению сигнала
на основе сглаживающих кубических сплайнов (СКС), позволяющих мини-
мизировать влияние шумов. Описан алгоритм выбора оптимального парамет-
ра сглаживания с использованием L -кривой, а также построена численная
схема для вычисления входного сигнала в дискретном случае.

Далее исследуются системы с квадратичной и кубической нелинейностя-
ми, где решение сводится к алгебраическим уравнениям высших порядков.
Для таких систем предложен метод, основанный на замене переменных и
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аналитическом решении с применением формулы Кардано. Доказаны теоре-
мы о единственности решения и условиях его существования, связывающих
свойства ядер системы с заданными откликами.

2.2.1. Идентификация входного сигнала на исходных данных,
отягощенных погрешностями

В данном пункте рассмотрим задачу идентификации входного сигнала
системы (1.39) при r = 2 , N = 1 , n = 1 , но с условием, что отклики системы
yr(t) будут отягощены погрешностями. Во избежание сильных отклонений от
точного значения будем применять фильтр, основанный на СКС. Для этого
сначала рассмотрим некоторые определения, касающиеся СКС [51].

Пусть на некотором отрезке [T1, T2] , заданы n узлов так, что T1 = t1 <

t2 < ... < tn = T2 , и в них заданы значения функции f(t) :

f̃i = f(ti) + ηi, i = 1, n, (2.60)

где ηi – случайный шум измерений, который характеризуется нулевым сред-
ним значением. Согласно [51] функцию Sn(t) будем называть кубическим
сплайном дефекта единица (ν = 1 ), если выполняются следующие условия:

а) функция Sn(t) является кубическим полиномом вида:

Sn(t) = ai + bi(t− ti) + ci(t− ti)2 + di(t− ti)3 (2.61)

на каждом отрезке [ti; ti+1] ;
б) функция Sn(t) характеризуется непрерывными первой и второй про-

изводной на отрезке [T1, T2] .
Интерполяционный сплайн строится через точки (ti, f̃i) . СКС (ti, f̃i)

строится в окрестности этих точек, величина отклонения которого определя-
ется значением параметра сглаживания α∗ . Это обеспечивает сглаживание
(фильтрацию) шумов измерений. На практике наиболее распространены два
вида краевых условий:

• условия на значения первой производной

S ′n,α∗(t1) = s′1, S
′
n,α∗(tn) = s′n; (2.62)
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• условия на значения второй производной, равные нулю (естественные
краевые условия)

S ′′n,α∗(t1) = 0, S ′′n,α∗(tn) = 0. (2.63)

Зная, что СКС обеспечивает минимум функционалу

Fα∗(S) = α∗
tn∫
t1

∣∣S ′′n,α∗(t)∣∣2 dt+
n∑
i=1

p−1
i (f̃i − Sn,α∗(ti))2, (2.64)

где pi – весовые множители i -го измерения f̃i (в случае равноточных изме-
рений задаются одинаковыми, например, pi ≡ 1 ), можно его построить.

Далее необходимо определить значение параметра сглаживания. Для его
определения применяют различные методы, например, метод перекрестной
проверки [169]). В данном исследовании будем применять метод L -кривой,
описанный в работе [171]. Суть этого метода заключается в выполнении сле-
дующих этапов:

1) выписывание функционалов из (2.64):

ρ(α∗) = α∗
tn∫
t1

∣∣S ′′n,α∗(t)∣∣2 dt, γ(α∗) =
n∑
i=1

p−1
i (f̃i − Sn,α∗(ti))2;

2) построение параметрической кривой с координатами (ρ(α∗), γ(α∗)) ;

3) выбор точки с координатами из условия максимальной кривизны полу-
ченной кривой;

4) вычисление параметра α∗ в этой точке, который, в свою очередь, будет
являться оптимальным.

Далее, зная описание фильтра, перейдем к построению численной схемы
для вычисления входного сигнала системы (1.39) при заданных ранее усло-
виях. Для этого введем равномерную сетку: ti = ih , tj− 1

2
= (j − 1/2)h ,

h = T/n . В результате из (1.39) получим
i∑

j=1

K
(1)

i,j− 1
2

x
(1)

j− 1
2

= y
(1)
i ,

i∑
j=1

K
(1)

i,j− 1
2

x
(1)

j− 1
2

+
i∑

j=1

K
(2)

i,j− 1
2

x
(2)

j− 1
2

= y
(2)
i , i = 1, n,

(2.65)
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где x(l)(tj− 1
2
) = x

(l)

j− 1
2

, y(l)(ti) = y
(l)
i , K(l)(ti, tj− 1

2
) = K

(l)

i,j− 1
2

, l = 1, 2 . Таким
образом, решение (2.65) имеет вид

x
(1)

i− 1
2

=
y
(1)
i −y

(1)
i−1

K
(1)

i,i− 1
2

,

x
(2)

i− 1
2

=
y
(2)
i −y

(1)
i −y

(2)
i−1+y

(1)
i−1

K
(2)

i,i− 1
2

, i = 1, n.
(2.66)

Имея численную схему (2.66) и описанный выше фильтр, можно перехо-
дить к вычислительному эксперименту, который будет описан в пункте 2.3.3.

2.2.2. Восстановление входного сигнала нелинейной системы
интегральных уравнений

В предыдущем пункте была рассмотрена задача идентификации входно-
го сигнала системы (1.39) при r = 2 , N = 1 , n = 1 с учетом погрешностей
в откликах системы и применением фильтра, основанного на СКС. Теперь,
основываясь на полученных результатах, перейдем к задаче идентификации
входного возмущения x(t) , обеспечивающего желаемый отклик y(t) в систе-
ме (1.39).

Ранее в работе [131] рассматривалась система (1.39) при N = 1, 2, 3 и
p = 1 . Здесь же предлагается рассмотреть систему (1.39) в условиях, когда
N = 1, 2 и N = 2, 3 при p = 2 .

Рассмотрим случай [104], когда r = 2 , где y1(t) соответствует полином
степени N = 1 , y2(t) – полином степени N = 2 при векторных входном
сигнале x(t) = (x1(t), x2(t))

T и выходном сигнале y(t) = (y1(t), y2(t))
T , при-

чем yi(0) = 0 , yi(t) ∈ C
(1)
[0,T ] , i = 1, 2 . Пусть вместо (1.39) задана система

интегральных уравнений второго порядка

yi(t) =

t∫
0

Ki(t)x(s)ds+ Z[x], (2.67)

а оператор Z[x] определен по правилу

Z[x] =

t∫
0

t∫
0

[
2∑
i=1

Li(t, s1, s2)xi(s1)xi(s2) + L12(t, s1, s2)x1(s1)x2(s2)

]
ds1ds2,

(2.68)
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где Li(t, s1, s2) = (0, Kii(t))
T , L12(t, s1, s2) = (0, K12(t))

T , i = 1, 2 , ядра Воль-
терра Ki(t) = (K

(1)
i (t), K

(2)
i (t)) , Kji(t) непрерывны и непрерывно-дифферен-

цируемы по t , причем Ki(t) 6= 0 , Kji(t) 6= 0 , 1 ≤ j ≤ i ≤ 2 .

ТЕОРЕМА 6. Пусть yi(t) ∈ C(1)
[0,T ] , yi(0) = 0 , i = 1, 2 . Тогда единствен-

ное непрерывное решение (2.67), (2.68) определяется формулой

x̄i(t) =
η′i(t)− b′i(t)

2ai(t)
− a′i(t)

(ηi(t)− bi(t))
2(ai(t))2

, i = 1, 2, j = 1, 2, i 6= j, (2.69)

где

ai(t) = Kjj(t) + γi(t)(Kii(t)γi(t)−K12(t)), (2.70)

γi(t) =
K

(1)
j (t)

K
(1)
i (t)

, βi(t) =
y1(t)

K
(1)
i

, (2.71)

bi(t) = K
(2)
j (t)− γi(t)(K(2)

i (t) + 2Kii(t)βi(t)) +K12(t)βi(t), (2.72)

ci(t) = βi(t)(K
(2)
i (t) +Kii(t)βi(t))− y2(t), ηi(t) =

√
bi(t)2 − 4ai(t)ci(t).

(2.73)

Условия теоремы 6 включают в себя, во-первых, стандартное условие на глад-
кость исходных данных и, во-вторых, условие корректного задания y(0) .

Доказательство. Убедимся,что подстановка (2.69) в (2.67) обращает его
в тождество. Имеем:

Ij =

t∫
0

x̄j(s)ds =

t∫
0

(
η′i(s)− b′i(s)

2ai(s)
− a′i(s)

(ηi(s)− bi(s))
2(ai(s))2

)
ds =

ηi(t)− bi(t)
2ai(t)

.

(2.74)
Отсюда из (2.67) с учетом (2.74) имеем

y1 = K
(1)
1 I1 +K

(1)
2 I2, (2.75)

y2 = K
(2)
1 I1 +K

(2)
2 I2 +K11I

2
1 +K22I

2
2 +K12 · I1 · I2. (2.76)

Далее выразим I1 из (2.75) и подставим его в (2.76), чтобы получилось квад-
ратное уравнение относительно I2 (для краткости записи параметр t был
опущен):

I1 =
y1

K
(1)
1

+
K

(1)
2

K
(1)
1

I2 = β1 + γ1I2,

I2
2

(
K22 +K11γ

2
1 −K12γ1

)
+ I2

(
K

(2)
2 −K

(2)
1 γ1 − 2K11γ1β1 +K12β1

)
+



80

+K
(2)
1 β1 +K11β

2
1 − y2 = 0,

или
a1I

2
2 + b1I2 + c1 = 0. (2.77)

Подставим I2 из (2.74) в (2.77) и получим

a1

(
η1 − b1

2a1

)2

+ b1
η1 − b1

2a1
+ c1 =

=
η2

1 − 2η1b1 + b2
1 + 2b1(η1 − b1)

4a1
+ c1 =

=
η2

1 − b2
1

4a1
+ c1 =

b2
1 − 4a1c1 − b2

1 + 4a1c1

4a1
≡ 0.

Теперь докажем, что I2 единственно для (2.77). Для этого предположим, что
найдется такое Ĩ2 , для которого выполняется

a1Ĩ
2
2 + b1Ĩ2 + c1 = 0. (2.78)

Далее вычтем из (2.77) равенство (2.2.2) и получим

a1(I
2
2 − Ĩ2

2) + b1(I2 − Ĩ2) = 0,

вынося общий множитель, имеем

(I2 − Ĩ2)(a1(I2 + Ĩ2) + b1) = 0.

При этом отметим, что решение, которое могло бы соответствовать равенству
a1(I2 + Ĩ2)+b1 = 0 , не удовлетворяет условию y(0) = 0 , поэтому a1(I2 + Ĩ2)+

b1 6= 0 . Тогда должно выполняться I2 − Ĩ2 = 0 , из чего следует I2 = Ĩ2 .
Таким образом, решение I2 единственно. Доказательство относительно I1

осуществляется аналогично.
Заметим, что условие y(0) = 0 обеспечивает отсутствие решения в клас-

се обобщенных функций в линейном случае, т.е. для (2.67) при Z[x] = 0 .
Следующая теорема показывает, что для системы (2.67), (2.68) это заведомо
не выполняется.

ТЕОРЕМА 7. Пусть, с учетом введенных обозначений ai(t) , bi(t) , имеет
место Ri(t) = bi(t)

ai(t)
, i = 1, 2 . Если x̄i(t) – решение (2.67), (2.68), то

x̄i(t) = −(x̄i(t) +Ri(t)δ(t) + R̂i(t)), j = 1, 2, i 6= j, (2.79)

также решение (2.67), (2.68), где δ(t) – δ -функция Дирака.
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Доказательство теоремы 7 базируется на результатах работы [103], т.е. ал-
горитм доказательства основан на подстановке (2.79) в (2.68) и дальнейшем
обращении его в тождество.

Далее рассмотрим систему (1.39) при r = 2 , где y1(t) соответству-
ет полином степени N = 2 , y2(t) – полином степени N = 3 при век-
торном входном сигнале x(t) = (x1, x2)

T . Также положим, что функции
K

(r)
i1...il

(t, s1, ..., sl) = K
(r)
i1...il

(t) , r = 1, 2 , il = 1, 2 :
2∑
l=1

∑
1≤i1≤···≤il≤2

t∫
0

· · ·
t∫

0

K
(1)
i1...il

(t)
2∏

k=1

xil(sk)dsk = y1(t),

3∑
l=1

∑
1≤i1≤···≤il≤2

t∫
0

· · ·
t∫

0

K
(2)
i1...il

(t)
3∏

k=1

xil(sk)dsk = y2(t).

(2.80)

Здесь 0 ≤ s1, s2, s3 ≤ t ≤ T , K(1)
ii (0) 6= 0 ,

(
K

(r)
i1...il

(t)
)′
∈ C[0,T ] . Решение

(2.80) осуществляется путем введения замен

t∫
0

x1(s)ds = z1,

t∫
0

x2(s)ds = z2

и сведения к системе следующих уравнений:
2∑
l=1

∑
1≤i1≤···≤il≤2

K
(1)
i1...il

(t)
2∏

k=1

zil(t) = y1(t),

3∑
l=1

∑
1≤i1≤···≤il≤2

K
(2)
i1...il

(t)
3∏

k=1

zil(t) = y2(t).
(2.81)

Пусть справедливы условия yr(0) = 0 , y′r(t) ∈ C[0,T ] и

(a2
ii − 4fi)(bii − 4bij)− (aiibii − 2aij)

2 = 0.

Тогда в результате использования формулы Кардано получим решение (2.81):

1) zj = γi + βi − vi
3ui

, если Qi > 0 ;

2) zj = 2γi − vi
3ui

, либо если Qi = 0 .
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Здесь

Qi =
(pi

2

)3

+
(qi

2

)2

, γi =
(
−qi

2
+
√
Q1

) 1
3

, βi =
(
−qi

2
−
√
Q1

) 1
3

,

pi =
mi

ui
− v2

i

3u2
i

, qi =
4v3

i

27u3
i

− vimi

3u2
i

+
ni
ui
,

ui = K
(2)
iii c

3
i +K

(2)
1i2c

2
1 +K

(2)
1j2c1 +K

(2)
jjj,

vi = K
(2)
ii c

2
i +K

(2)
12 ci +K

(2)
jj + 3c2

idiK
(2)
iii + 2cidiK

(2)
1i2 +K

(2)
1j2di,

mi = K
(2)
i ci +K

(2)
j + 2K

(2)
ii cidi +K

(2)
12 di + 3K

(2)
iii cid

2
i +K

(2)
1i2d

2
i ,

ni = K
(2)
i di +K

(2)
ii d

2
i +K

(2)
iii d

3
i − y2, ci =

1− bii
2

,

di =
1

2

(
−aii
−aiibii − 2aij
bii − 4bij

)
, aii =

K
(1)
i

K
(1)
ii

, bii =
K

(1)
12

K
(1)
ii

,

aij =
K

(1)
j

K
(1)
ii

, bij =
K

(1)
jj

K
(1)
ii

, fi =
y1

K
(1)
ii

, i 6= j, i = 1, 2, j = 1, 2.

Таким образом, получено решение системы (2.81), содержащей полино-
миальные уравнения второго и третьего порядка.

2.3. Верификация и анализ результатов численных экспериментов

В данном пункте рассматриваются вычислительные эксперименты, под-
тверждающие достоверность результатов, полученных в пунктах 2.1 и 2.2.

2.3.1. Численные эксперименты на основе сигналов из класса
кусочно-линейных функций

Рассмотрим тестовый пример, который позволит проиллюстрировать эф-
фективность применяемых методов из пункта 2.1 в вычислениях.

Пример 1. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄(t, s) = t2s+ s3.

В этом случае при подстановке указанного ядра в (1.7) функция g(t, ν) имеет
вид

g(t, ν) =
3

4
t4 − 1

6
t2ν2 − 1

20
ν4.
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Для нахождения приближенного решения (1.7) применим формулы (2.8)–
(2.10), которые основываются на методе средних прямоугольников. Далее
оценим погрешность, используя следующую формулу:

εm = max
i,j

∣∣∣Kh
(
ti, tj− 1

2

)
− K̄

(
ti, tj− 1

2

)∣∣∣ , j = 1, i, i = 1, n, (2.82)

где εm — это максимальная погрешность, рассчитанная для значений, полу-
ченных методом средних прямоугольников. Кроме того, воспользуемся фор-
мулами (2.18)–(2.20), основанными на методе Product Integration, и опреде-
лим погрешности по следующей формуле:

εp = max
i,l

∣∣∣∣∣∣∣mi,l −
lh∫

(l−1)h

K̄(ih, s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ , l = 1, i, i = 1, n. (2.83)

Здесь εp обозначает максимальную погрешность, вычисляемую на основе
метода Product Integration.

Результаты расчета погрешностей для решения примера 1 с помощью
метода средних прямоугольников и метода Product Integration представлены
в Таблице 2.1.

Таблица 2.1 – Погрешности для метода средних прямоугольников и метода Product
Integration для примера 1

h εm εp

0,250000 0,17487 0,04621
0,125000 0,08631 0,01120
0,062500 0,04253 0,00272
0,031250 0,02106 0,00071
0,015625 0,01050 0,00017

Из Таблицы 2.1 видно, что в примере 1 метод средних прямоугольников
демонстрирует линейную сходимость (начиная с шага h = 0, 25 , погрешность
εm уменьшается в 2, 03 раза), а метод Product Integration показывает квад-
ратичный порядок сходимости (начиная с шага h = 0, 03125 , погрешность
εp уменьшается в 4, 18 раз).

Рассмотрим еще один пример.
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Пример 2. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄(t, s) = s cos(t) + s2.

В этом случае функция g(t, ν) согласно (1.7) вычисляется как

g(t, ν) =

(
t2

2
− ν2

6

)
cos t+

t3

3
− ν3

12
.

Таблица 2.2 – Погрешности для метода средних прямоугольников и метода Product
Integration для примера 2

h εm εp

0,25000 0,11105 0,02907
0,12500 0,05423 0,00694
0,06250 0,02679 0,00169
0,03125 0,01331 0,00042

Согласно Таблице 2.2, метод средних прямоугольников в примере 2 ха-
рактеризуется линейной сходимостью: начиная с шага h = 0, 25 , погрешность
εm уменьшается в 2, 04 раза. В то же время метод Product Integration де-
монстрирует квадратичный порядок сходимости, что подтверждается умень-
шением погрешности εp в 4, 1 раза при шаге h = 0, 125 .

Заметим, что классический подход к методу средних прямоугольников
предполагает второй порядок сходимости. Однако в данном примере проис-
ходит потеря порядка сходимости, что согласуется с оценкой (2.26). В случае
применения метода Product Integration порядок сходимости метода сохраня-
ется, что подтверждает его эффективность для работы с таким типом урав-
нений (имеющих фронт нарастания).

Далее рассмотрим оценку длины интервала [0, T ] для (1.7). Предложен-
ный автором эмпирический алгоритм основан на применении метода Фибо-
наччи и перебора длительности временных интервалов.

Приведем теперь результаты вычислительного эксперимента для модель-
ной функции K(t, ν) = 1 + tν с возмущенной правой частью (1.7). Основные
этапы алгоритма состоят в следующем:

1. Зададим возмущение правой части сеточного аналога (1.7) пилообраз-
ного вида, такого что f̃(ti, tj) = f(ti, tj)+(−1)i+jδ , i = 1, n , j = 1, i , nh = T .
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2. Для функции K(t, ν) решаем сеточный аналог задачи (1.7) с возму-
щенной правой частью f̃(ti, tj) , используя разностный метод средних прямо-
угольников, в результате чего получаем K̃h(ti, tj− 1

2
) .

3. Для функции K̃h(ti, tj− 1
2
) вычисляем величину погрешности:

||ε̃h(δ)||Ch = max
1≤j≤i≤n(δ)

|Kh(ti, tj− 1
2
)− K̃h(ti, tj− 1

2
)|.

Критерием выбора T служили оценки hopt(δ) , ||ε̃h(δ)||Ch , полученные для
классического случая в работе [23].

В Таблице 2.3 приведены оптимальные значения h(δ) , минимизирующие
при фиксированном δ величину ||ε̃h(δ)||Ch . Оптимизация шага сетки выпол-
нена методом Фибоначчи с десятью испытаниями.

Таблица 2.3 – Погрешность ||ε̃h(δ)||Ch
для T = 1/2 , T = 7/12 , T = 2/3

δ
T = 1/2 T = 7/12 T = 2/3

hopt(δ) ||ε̃h(δ)||Ch
hopt(δ) ||ε̃h(δ)||Ch

hopt(δ) ||ε̃h(δ)||Ch

10−2 0,2649 0,1026 0,3091 0,1587 0,1812 0,2745
10−3 0,0858 0,0675 0,1001 0,0801 0,0468 0,0800
10−4 0,0177 0,0204 0,0206 0,0220 0,0144 0,0249
10−5 0,0096 0,0069 0,0112 0,0083 0,0144 0,0124

Из Таблицы 2.3 видно, полученные результаты соответствуют классиче-
ским оценкам [23], т.е. для T < 2

3 имеет место hopt(δ) � δ
1
3 , ||ε̃h(δ)||Ch � δ

2
3 .

2.3.2. Численные эксперименты на основе сигналов из класса
кусочно-постоянных функций

Для проверки эффективности разработанного численного метода прове-
дем несколько вычислительных экспериментов с использованием тестовых
примеров.

Пример 3. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄12(s1, s2) = s2
1 + 7s2.

Учитывая это ядро, определим
(1)

f 12 (t, ν) и
(2)

f 12 (t, ν) , которые соответ-
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ствуют парному интегральному уравнению (1.14), (1.15):

(1)

f 12 (t, ν) =
7ν(t− ν)2

4
+
ν(t− ν)(6t2 − 8tν + 3ν2)

12
, (2.84)

(2)

f 12 (t, ν) =
ν(t− ν)3

6
+
ν(t− ν)(21t− 14ν)

6
. (2.85)

Для численного решения (1.14), (1.15) применим формулы (2.33)-(2.35) и
(2.40). Для оценки точности полученных результатов введем формулу для
вычисления погрешности:

ε = max
i,j

∣∣∣∣∣∣∣m(p)
i,j −

ih∫
(i−1)h

jh∫
(j−1)h

K̄p(s1, s2) ds1 ds2

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.86)

где верхний индекс p = 1 соответствует ядру K̄1 = K̄12(s1, s2) , а p = 2

соответствует ядру K̄2 = K̄12(s2, s1) . Результаты расчета ε для тестового
примера даны в Таблице 2.4.

Таблица 2.4 – Результаты вычислительного эксперимента для примера 3

h ε

0,25000 0,09115
0,12500 0,02962
0,06250 0,00826
0,03125 0,00203

Из Таблицы 2.4 видно, что начиная с h = 0, 0625 , уменьшение шага в 2

раза приводит к уменьшению ε в 4, 069 раза, что соответствует ожидаемым
результатам для методов второго порядка.

Пример 4. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄12(s1, s2) = s1s
3
2.

Далее определяем правые части в соответствии с этим ядром и инте-
гральным уравнением (1.14), (1.15):

(1)

f 12 (t, ν) =
ν

24
(3t− 2ν) (t− ν)4 , (2.87)

(2)

f 12 (t, ν) =
ν

40

(
10t3 − 20t2ν + 15tν2 − 4ν3

)
(t− ν)2 . (2.88)
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Вычисляем с помощью полученных правых частей (2.87), (2.88) и формул
(2.33)-(2.35), (2.40) приближенное решение парного интегрального уравнения
Вольтерра I рода (1.14), (1.15). После этого по формуле (2.86) вычисляем
погрешность и получаем следующую таблицу.

Таблица 2.5 – Погрешность сеточного решения для примера 4

h ε

0,25000 0,00683
0,12500 0,00360
0,06250 0,00133
0,03125 0,00033

Как следует из Таблицы 2.5, начиная с h = 0, 0625 , уменьшение шага
сетки в 2 раза ведёт к уменьшению ε в 4, 03 раза, что является характерным
признаком методов второго порядка.

Таким образом, данные эксперименты показали, что для системы (1.14),
(1.15) приближенное решение, определяемое методом Product Intagration, на-
ходится с точностью O(h2) .

Далее рассмотрим следующие примеры, на которых проанализируем при-
ближенное решение, полученное с помощью метода типа Рунге-Кутта.

Пример 5. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄12(s1, s2) = γs2
1 − η sin(s2),

где γ и η являются постоянными величинами. Для данного ядра найдем
правые части (1.28), (1.29), т.е.

(1)

f (t, ν) =
γh2

3

(
3t2 − 3th+ h2

)
− 2hη sin

(
t− ν − h

2

)
sin

h

2
,

(2)

f (t, ν) =
γh2

3

(
3(t− ν)2 − 3(t− ν)h+ h2

)
− 2hη sin

(
t− h

2

)
sin

h

2
.

Далее воспользуемся формулами (2.42), (2.43), а также определим погреш-
ность как

ε = max{ε1, ε2}, (2.89)



88

где
ε1 = max

i,j

∣∣∣Kh
i− 1

2 ,i−j−
1
2
− K̄12(ti− 1

2
, ti−j− 1

2
)
∣∣∣ ,

ε2 = max
i,j

∣∣∣Kh
i−j− 1

2 ,i−
1
2
− K̄12(ti−j− 1

2
, ti− 1

2
)
∣∣∣ .

Таблица 2.6 – Погрешности для метода типа Рунге-Кутта для примера 5 при γ = 2, η =

−1

h ε

0,2500 0,000062
0,1250 0,000008
0,0625 0,000001

Как видно из Таблицы 2.6, начиная с h = 0, 125 , погрешность ε умень-
шается в 8 раз.

Пример 6. Пусть функция K̄(t, s) задана следующим образом:

K̄12(s1, s2) = s2
1s

4
2.

Найдем правые части (1.28), (1.29) при данном ядре:

(1)

f (t, ν) =
1

960

(
48t5 − 12t+ 1

)(
(t− ν)5 +

(
ν − t+

1

4

)5
)
,

(2)

f (t, ν) =
1

15

(
t5 −

(
t− 1

4

)5
)(

(t− ν)3 +

(
ν − t+

1

4

)3
)
.

Далее воспользуемся (2.42), (2.43), а также определим погрешность по фор-
муле (2.89).

Таблица 2.7 – Погрешности для метода типа Рунге-Кутта для примера 6

h ε

0,25000 0,0027170
0,12500 0,0003900
0,06250 0,0000520
0,03125 0,0000065

Согласно данным Таблицы 2.7 видно, что начиная с h = 0, 0625 , погреш-
ность ε уменьшается в 8 раз.
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Таким образом, приближенное решение (1.28), (1.29), которое находилось
с использованием метода типа Рунге-Кутта, находится с точностью O(h3) .

2.3.3. Численные эксперименты в задаче идентификации
векторного входного сигнала

Для вычислительного эксперимента построим план, состоящий из несколь-
ких шагов, на основе пунктов 1.5.2 и 2.2.

Шаг 1. Набор данных. Экспериментальные данные будем собирать с
помощью цифровой тени [110] локального участка энергоблока Назаровской
ГРЭС. Сбор данных осуществляется путем подачи в качестве входного сигна-
ла изменение расхода воды ∆Dw в конденсаторе, при постоянном значении
расхода пара Ds = 45, 51 кг/с. В другом варианте эксперимента на вход будет
подаваться изменение расхода пара ∆Ds , а в качестве постоянного значения
возьмем Dw = 11562, 2 кг/с. В качестве выходных данных в обоих случаях
берем изменение давления ∆p в конденсаторе. Реальные данные неизбежно
отягощены погрешностью. Для оценки точности используем данные, свобод-
ные от зашумления. Также отметим, что используемая нами цифровая тень
способна выдавать как зашумленные сигналы, так и точные.

Шаг 2. Фильтрация данных. Для того чтобы получить из зашумленных
данных фильтрованные, будем применять подход, основанный на СКС.

Шаг 3. Построение интегральных моделей. На основе полученных дан-
ных , строим интегральные модели с помощью метода Product Intagration, где
yet – данные, свободные от шума, ỹ – зашумленные данные, ŷ – сглаженные
данные.

Шаги 1-3 повторяются 9 раз для измерения достоверности результата.
На Рисунке 2.2 представлена блок-схема выбранного участка. Также бу-

дем полагать, что мы можем получать выходные данные при фиксированном
расходе пара, но не можем получать данные при фиксированном расходе во-
ды, а только при одновременном их изменении.

Применим (2.66) для построения модели, где x(1)(t) = ∆Dw , x(2)(t) =

∆Ds , y(1)(t) = ∆p(1) (изменение давления при фиксированном расходе па-
ра), y(2)(t) = ∆p(2) (изменение давления при одновременном изменении рас-
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Рисунок 2.2 – Структурная схема участка пароводяного тракта энергоблока Назаровской
ГРЭС

хода воды и пара), а также, добавим, что ядра Вольтерра K(1) и K(2) нам
известны. Далее проведем апробацию полученных результатов.

В Таблице 2.8 даны результаты эксперимента, где через ε̃xl , ε̂
x
l обозна-

чены относительные погрешности, вычисляемые по формулам

ε̃xl = max
i

∣∣∣∣∣x(l)(ti)− x̃(l)
i

x(l)(ti)

∣∣∣∣∣ ·100, ε̂xl = max
i

∣∣∣∣∣x(l)(ti)− x̂(l)
i

x(l)(ti)

∣∣∣∣∣ ·100, l = 1, 2. (2.90)

Здесь ε̂xi , i = 1, 2 , есть невязка, полученная на зашумленных значениях ŷ(1)

и ŷ(2) , а ε̃xi , i = 1, 2 , получена на обработанных значениях ỹ(1) и ỹ(2) .

Таблица 2.8 – Погрешность входного сигнала

ε̂x1 ε̃x1 ε̂x2 ε̃x2

1 13,7 11,8 13,0 9,4
2 18,2 12,1 13,0 9,4
3 15,0 11,3 12,4 8,6
4 21,7 13,8 11,9 8,5
5 26,6 14,1 11,6 9,5
6 21,7 14,6 11,8 10,9
7 19,2 12,3 12,3 8,8
8 13,0 12,8 13,3 8,4
9 15,0 11,5 11,0 9,0

среднее 18,2 12,7 12,3 9,2

В Таблице 2.8 показано, что использование описанного фильтра позволя-
ет снизить погрешность входных сигналов ∆Dw в среднем на 5, 5% (разница
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между столбцами 2 и 3), а ∆Ds – на 3, 1% (разница между столбцами 4 и
5).

Теперь, согласно Таблице 2.8, посчитаем выходы ŷ(l) , ỹ(l) при получен-
ных входах x̂(l) , x̃(l) , а также вычислим погрешность по формулам

ε̃yl = max
i

∣∣∣∣∣y(l)(ti)− ỹ(l)
i

y(l)(ti)

∣∣∣∣∣ · 100, ε̂yl = max
i

∣∣∣∣∣y(l)(ti)− ŷ(l)
i

y(l)(ti)

∣∣∣∣∣ · 100, l = 1, 2. (2.91)

Таблица 2.9 – Погрешность выходного сигнала

ε̂y1 ε̃y1 ε̂y2 ε̃y2

1 18,9 9,8 10,0 4,3
2 18,1 10,4 9,0 3,2
3 17,0 8,4 9,0 7,1
4 18,2 15,0 10,0 4,0
5 17,6 7,1 10,0 5,3
6 21,7 14,8 9,0 5,1
7 15,4 12,2 10,0 4,5
8 17,2 8,1 9,0 3,1
9 19,3 9,0 7,0 2,4

среднее 18,2 10,5 9,2 4,3

В Таблице 2.9 показано, что применение сглаживающего фильтра позво-
ляет снизить погрешность изменения давления в конденсаторе при изменении
расхода воды (при постоянном расходе пара) в среднем на 7, 7% (разница
между столбцами 2 и 3), а при одновременном изменении расхода воды и
пара – на 4, 9% (разница между столбцами 4 и 5).

2.4. Выводы ко второй главе

Во второй главе рассмотрены численные методы решения интегральных
уравнений Вольтерра I рода с переменными пределами интегрирования, воз-
никающих в задаче идентификации нелинейной динамики. Разработаны вы-
числительные алгоритмы для двух классов интегральных уравнений: на осно-
ве кусочно-линейных и кусочно-постоянных тестовых сигналов. Для случая,
когда на вход подавались сигналы кусочно-линейного типа, для построения
численного решения были применены методы средних прямоугольников и
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Product Integration. Для полученных сеточных решений были доказаны тео-
ремы о существовании и единственности, исследована сходимость разностных
схем. На примерах было показано, что решение, построенное с помощью ме-
тода средних прямоугольников, имеет линейную скорость сходимости, а ре-
шение, которое было построено методом Product Integration – квадратичную.
Преимущество рассмотренных методов состоит в возможности их обобщения
на случай кусочно-непрерывных тестовых сигналов иного вида, а именно пу-
тем изменения формы сигнала (1.6) на нелинейный вид

(
t
ν

)1/n , где n ∈ N
(N – множество натуральных чисел). При подстановки этого сигнала в (1.5)
получаем уравнение Вольтерра I рода вида

ν∫
0

K(t, s)
(s
ν

)1/n

ds+

t∫
ν

K(t, s)ds = g(t, ν), (2.92)

где g(t, ν) – отклик динамической системы, g(0, 0) = 0 , K(t, ν) принадле-
жит ∆ = {t, ν : 0 ≤ ν ≤ t ≤ T} . Решение (2.92) относительно K(t, ν) получе-
но Солодушей С.В. и находится как K(t, s) = −

(
(n+ 1)∂g(t,ν)

∂ν + nν ∂
2g(t,ν)
∂ν2

)
.

Для случая, когда входными сигналами были кусочно-постоянные сигналы,
разработаны численные алгоритмы на основе метода Рунге-Кутта. Рассмот-
рена задача идентификации несимметричных ядер в кубических полиномах
Вольтерра, для решения которой была предложена модификация метода ша-
гов для трехмерного случая. Проведены вычислительные эксперименты, под-
тверждающие теоретические оценки скорости сходимости. Исследована зада-
ча восстановления векторного входа в полиномах Вольтерра. Для обработки
зашумленных данных применен фильтр на основе СКС, что позволило сни-
зить погрешность моделирования. Разработаны численные схемы для систем
с квадратичной и кубической нелинейностью, включая метод декомпозиции
отклика. Апробация методов проведена на модельных примерах и реальных
данных с энергоблока Назаровской ГРЭС. Показано, что использование сгла-
живающего фильтра снижает погрешность идентификации входа на 3 – 5% ,
а моделирование выхода – на 5 – 8% . Оптимальный шаг сетки в этом случае
определяется с помощью метода Фибоначчи. Результаты главы опубликова-
ны в работах [2–7; 9–13; 99; 100; 128; 130; 156; 160].
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Глава 3. Алгоритмы ПВК для динамических систем типа

«вход-выход»: обзор и апробация для задач в теплоэнергетике

Данная глава посвящена описанию программного обеспечения, входяще-
го в ПВК «Динамика» [105], написанного для моделирования динамических
систем в виде полиномов Вольтерра. Алгоритмы, представленные в главе,
имеют универсальный характер и прошли апробацию на тестовых примерах.

Пункт 3.1 имеет обзорный характер. В нем рассмотрены программные
средства других авторов для реализации вычислительных процедур с помо-
щью полиномов Вольтерра.

Пункт 3.2 посвящен развитию и модификации программно-вычислитель-
ного комплекса «Динамика» за счет применения методов высокого порядка.
Также рассмотрены вычислительные алгоритмы, реализованные автором в
[14; 15; 52].

В пункте 3.3 представлено описание приложения разработанных алго-
ритмов в задаче моделирования динамики крупной энергетической системы.

3.1. Современные программно-вычислительные комплексы:
обзор, анализ и перспективы

Особенность разработанных программных средств заключается в при-
менении авторской методики построения модели для квадратичного отрезка
ряда Вольтерра. Это обеспечивает быстродействие созданного программного
обеспечения.

Для анализа динамических систем разработан целый спектр программ-
ных продуктов, которые можно классифицировать по уровню требуемой ма-
тематической формализации:

1. Системы компьютерной алгебры и численного анализа. Данная кате-
гория представлена такими комплексами как MATLAB, Maple, Mathematica,
MathCAD, основное назначение которых – проведение сложных символьных
преобразований и точных численных вычислений.

2. Системы моделирования узкоспециализированных процессов: такие как
VisSim, iGrafx, Rockwell Arena, Microwave Office, NI Multisim. Эти пакеты
используются для моделирования специфических физических, химических,
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биологических и экономических процессов, позволяя пользователям прово-
дить эксперименты в целевых областях, часто без глубокой математической
формализации.

3. Универсальные средства визуально-ориентированного моделирования:
MATLAB Simulink, MvStudium и др., которые обладают обширной библио-
текой инструментов и позволяют пользователям сочетать возможности про-
граммирования на математическом уровне с визуальной разработкой моде-
лей.

4. Авторские пакеты, разработанные с использованием языков програм-
мирования высокого уровня, включающие C++, Pascal, Fortran. Хотя разра-
ботка таких пакетов является трудоемким процессом, они позволяют созда-
вать универсальные модули, которые могут быть адаптированы для различ-
ных технических систем.

Активно развивается направление, связанное с созданием специализиро-
ванного программного обеспечения для моделирования динамических систем
на основе интегро-степенных рядов Вольтерра. Известным примером подоб-
ного инструмента служит модуль Voltaire XL, входящий в состав платформы
Microwave Office 2000 и применяемый преимущественно для частотного ана-
лиза переходных процессов. Вместе с тем, его использование при работе во
временной области остаётся ограниченным. Примечательно, что, несмотря
на теоретическую разработанность метода, современные универсальные сре-
ды математического моделирования практически не включают инструментов
для работы с полиномами Вольтерра. Основным препятствием для их широ-
кого внедрения остаётся проблема идентификации ядер, требующая сложных
вычислительных процедур и не имеющая универсальных алгоритмов.

С ростом популярности языков программирования, таких как Python,
наблюдается рост интереса к построению инструментов для моделирования
динамических систем. Таким образом, развитие программных инструментов
для моделирования динамических систем продолжает оставаться актуальной
задачей, комбинируя преимущества различных языков программирования и
методологий для улучшения процессов моделирования и идентификации.

Обзор литературных источников (п. 1.2) по применению рядов Вольтер-
ра к моделированию нелинейных систем выявляет несколько перспективных
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направлений, где необходимо задействовать компьютерное моделирование:

• тестовая диагностика технического состояния объекта;

• мониторинг отклика объекта на входные воздействия в исследуемом диа-
пазоне значений;

• автоматическое управление нелинейной динамикой объекта для коррек-
тировки входных возмущений.

Первое направление реализуется посредством идентификации переход-
ных характеристик. Второе связано с активностью использования компью-
терных тренажеров как инструмента, адекватно описывающего динамиче-
ские свойства систем. В рамках третьего ключевую роль играет разработка
реализуемых на практике методов управления, в числе которых – алгоритмы
формирования управляющих входных сигналов.

Итак, применение полиномов Вольтерра дает возможность для разработ-
ки специализированного ПО, предназначенного для решения обратных задач
(например, задач идентификации переходных характеристик и восстановле-
ния входного сигнала), а также построения динамических моделей. Назван-
ные принципы были реализованы в рамках модернизации программного па-
кета «Динамика». Описание архитектуры пакета, его ключевые свойства и
функционал кратко представлены в следующем пункте.

Также отметим, что распространение концепции интеллектуальной энер-
гетики (Smart Grid) существенно зависит от успешного решения проблем
перехода к энергетическим системам с интеллектуальной инфраструктурой
с применением современных информационных технологий. До последнего
времени одним из распространённых инструментов системного исследования
энергетики выступали методы математического моделирования. В Институ-
те систем энергетики имени Л.А. Мелентьева СО РАН успешно разработан
и реализован двухэтапный подход разработки стратегий развития энергети-
ческих систем, основанных на применении когнитивных моделей и средств
графического анализа (верхний уровень) и математических моделей (ниж-
ний уровень).

В рассмотренной диссертационной работе подход на основе применения
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рядов Вольтерра может быть использован для решения задач математиче-
ского моделирования отклика теплообменного аппарата, а именно ∆p , ∆t ,
∆tПНД , а также в задаче восстановления входного сигнала ∆Dw , ∆Ds , обес-
печивающего требуемые значения ∆t на выходе из конденсатора, входящего
в выделенный участок пароводяного тракта крупной энергетической систе-
мы.

3.2. Развитие и модификация программно-вычислительного
комплекса «Динамика»

Программный комплекс «Динамика» предназначен для создания и ве-
рификации интегральных моделей нелинейных динамических систем. Раз-
работка выполнена в среде Borland C++ Builder с применением принци-
пов объектно-ориентированного программирования и модульной архитекту-
ры. Пакет обладает широкой областью применения, включая задачи тепло-
и электроэнергетики.

Функциональность включает расчет выходных характеристик имитаци-
онных моделей и анализ динамики вращательных элементов ветрогенерато-
ров. Для решения последней задачи используется интеграция с моделями,
разработанными в MATLAB Simulink.

Архитектура системы разделена на системную и прикладную части. Си-
стемный компонент отвечает за пользовательский интерфейс и координацию
вычислительных модулей. Ввод параметров и визуализация результатов осу-
ществляются через диалоговые окна и элементы управления, что обеспечи-
вает возможности для исследования моделей и управления входными воздей-
ствиями.

Расчетные модули основаны на откликах имитационных моделей и вклю-
чают:

• идентификацию полиномов Вольтерра для различных типов входных
сигналов;

• вычисление откликов при произвольном воздействии;

• модуль для подсчета управляющего входного воздействия, чтобы обес-
печить заданный отклик модели.
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Ниже представлена блок-схема ПВК «Динамика», в которой первый блок
отвечает за выбор задачи, которая будет выполняться. Далее на основе по-
линомов Вольтерра строится модель, где второй основной блок определяет
метод решения поставленных задач.

Рисунок 3.1 – Блок-схема ПВК «Динамика»

Ранее в ПВК «Динамика» был реализован подход, основанный на приме-
нении метода трапеций (блок 2.1). Автором работы предлагается ввести три
дополнительных блока, основанных на применении метода средних прямо-
угольников (блок 2.2), метода Product Integration (блок 2.3) и метода Рунге-
Кутта (блок 2.4). Далее рассмотрим более подробно программы, которые спо-
собствуют развитию ПВК «Динамика».

Блок-схемы позволяют наглядно представить алгоритм решения инте-
грального уравнения, абстрагируясь от программной реализации и фокуси-
руясь на ключевых вычислительных этапах. Далее перейдем к подробному
описанию схем.

3.2.1. Вычислительный алгоритм на основе метода средних
прямоугольников для интегрального уравнения
Вольтерра I рода с нестационарным ядром

Рассмотрим блок-схему алгоритма, применяющего метод средних прямо-
угольников для приближенного решения уравнения (1.7) (Рисунок 3.2).
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Начало

Входные данные
(выходной сигнал «символьно»
вычисляется по формуле (1.7))

Введение равномерной сетки

Вычисление выходных сигналов с учетом сетки

Вычисление ядра с помощью (2.8)-(2.10)

Случай 1: i = j,

соответствует (2.8)

Случай 2: i = j + 1,

соответствует (2.9)

Случай 3: i ≥ j + 2,

соответствует (2.10)

Вычисление сеточного решения

Проверка невязки на заранее
заданную точность

Конец

Да

Нет

Рисунок 3.2 – Блок-схема алгоритма численного решения интегрального уравнения (1.7)
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Алгоритм начинается с узла «Начало», обозначающего старт вычисли-
тельного процесса. На этапе входных данных (1.7) определяются исходные
параметры задачи, включая аналитическое представление ядра интегрально-
го уравнения и выходного сигнала. Производится дискретизация расчетной
области с равномерным шагом, что позволяет перейти к конечно-разностной
аппроксимации задачи.

Вычислительный процесс разделяется на три ветви в зависимости от со-
отношения индексов сеточных узлов. Для диагональных элементов i = j

применяется формула (2.8), для соседних узлов i = j + 1 – формула (2.9),
а для всех остальных случаев i ≥ j + 2 – формула (2.10). Такой подход
обеспечивает вычисление ядра интегрального оператора на сетке.

На этапе верификации осуществляется контроль точности полученного
решения. Вычисляется значение ядра в средних точках интервалов, после
чего определяется погрешность аппроксимации. Если достигнутая точность
недостаточна, алгоритм предусматривает возврат к этапу введения равно-
мерной сетки для изменения размерности сетки. При удовлетворительных
результатах вычислений процесс завершается в узле «Конец».

Представленная блок-схема реализует численный метод решения инте-
грального уравнения (1.7), основанный на формулах (2.8)-(2.10) и процедуры
итерационного контроля точности.

Далее рассмотрим алгоритмы, вычисляющие приближенное решение для
уравнения (1.28), (1.29).

3.2.2. Вычислительные алгоритмы для интегрального уравнения
Вольтерра I со стационарным ядром

Рассмотрим два варианта интегральных уравнений Вольтерра, получен-
ных, в первом случае, на сигналах кусочно-постоянного типа минимальной
длительностью h (это уравнение (1.28), (1.29)), а, во втором случае – на сиг-
налах кусочно-линейного типа (это уравнение (1.14), (1.15)).
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Вычислительный алгоритм на основе метода типа
Рунге-Кутта для интегрального уравнения Вольтерра I со

стационарным ядром

В основе представленного метода лежит решение интегрального уравне-
ния (1.28), (1.29). Блок-схема алгоритма его численной реализации приведена
на Рисунке 3.3. Алгоритм включает дискретизацию задачи, построение мат-
ричной системы и итерационное уточнение решения. Далее следует детальное
описание схемы и вычислительного процесса.

Алгоритм начинается с узла «Начало», инициирующего вычислительный
процесс. На этапе задания исходных параметров определяются начальные
условия и аналитическое описание ядра интегрального уравнения. Затем осу-
ществляется переход к дискретной форме задачи путём построения расчётной
сетки с использованием равномерного шага.

Ключевой особенностью метода является применение блочно-матричного
подхода, обусловленного наличием подсетки. Данный подход требует введе-
ния подматриц, содержащих коэффициенты, расположенные в узлах этой
подсетки. Вычислительный алгоритм разделяется на две ветви в зависимо-
сти от взаимного расположения узлов расчётной сетки. Для каждого случая
формируется отдельная система алгебраических уравнений, которая решает-
ся соответствующими матричными методами.

На этапе верификации осуществляется контроль точности полученного
решения через процедуру итерационного уточнения. Если достигнутая точ-
ность не удовлетворяет заданным критериям, алгоритм предусматривает воз-
врат к этапу построения расчётной сетки для её модификации. При выполне-
нии условий точности процесс завершается в узле «Конец» с формированием
выходных данных в виде дискретного приближения искомого ядра.

Представленный алгоритм реализует эффективный численный метод ре-
шения интегральных уравнений, сочетающий аналитические преобразования
с применением блочных матриц и адаптивной сетки, что обеспечивает устой-
чивость и точность вычислений.

Далее рассмотрим блок-схему, описывающую поиск приближенного ре-
шения уравнения (1.14), (1.15).
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Начало

Входные данные
(выходные сигналы символьно

вычисляются по формулам (1.28) и (1.29))

Введение равномерной сетки

Вычисление коэффициентов с использованием (2.41)

Вычисление выходных сигналов с учетом сетки

Общая схема вычисления ядер с использованием (2.42), (2.43)

Случай 1: i>j,

соответствует (2.42)

Случай 2: i<j,

соответствует (2.43)

Решение системы

Проверка невязки на заранее
заданную точность

Конец

Да

Нет

Рисунок 3.3 – Блок-схема алгоритма численного решения интегрального уравнения (1.28),
(1.29)
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Вычислительный алгоритм на основе метода средних
прямоугольников для интегрального уравнения Вольтерра I

рода со стационарным ядром

Блок-схема 3.4 представляет вычислительный процесс решения интеграль-
ного уравнения, начинающийся с задания входных параметров и аналити-
ческого вида ядра, по которому символьно вычисляются выходные сигналы
согласно формулам (1.14) и (1.15). На следующем этапе производится дискре-
тизация расчетной области с построением равномерной сетки, что позволяет
перейти к конечно-разностной аппроксимации задачи.

Блок-схема реализует вычислительный процесс, который начинается с
узла «Начало». Основная вычислительная часть алгоритма разделяется на
три логические ветви в зависимости от взаимного расположения узлов сетки.
Для случая крайнего левого узла j = 1 применяется формула (2.33), для слу-
чая i−j > 1 – (2.34), при соседних узлах i−j = 1 используется (2.35). Такой
подход обеспечивает корректное вычисление элементов искомого решения на
сетке.

Заключительный этап алгоритма включает вычисление сеточного реше-
ния и оценку погрешности численного метода. Если точность не удовлетво-
ряет заданным критериям, реализуется обратная связь с возвратом к этапу
введения равномерной сетки. При достижении требуемой точности вычисли-
тельный процесс завершается в узле «Конец».

Представленная схема демонстрирует типичный для вычислительной ма-
тематики итерационный подход, сочетающий аналитические преобразования
с процедурой контроля точности.

Таким образом, в пункте 3.2 был рассмотрен программно-вычислитель-
ный комплекс «Динамика», разработанный для построения и тестирования
интегральных моделей нелинейной динамики. В его состав входят модули
для вычисления откликов имитационных моделей.Модули разделены на си-
стемную часть, отвечающую за пользовательский интерфейс, и прикладную,
включающую идентификацию полиномов Вольтерра, вычисление откликов
при произвольных воздействиях и расчет управляющих входных воздействий.
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Начало

Входные данные
(вычисление выходных сигналов

по формулам (1.14), (1.15) в символьном виде)

Введение равномерной сетки

Вычисление выходных сигналов с учетом сетки

Вычисление численного решения mp
i,j по формулам (2.33)-(2.35)

Случай 1: j = 1,

соответствует (2.33)

Случай 2: i− j > 1,

соответствует (2.34)

Случай 3: i− j = 1,

соответствует (2.35)

Вычисление сеточного решения

Проверка невязки на заранее
заданную точность

Конец

Да

Нет

Рисунок 3.4 – Блок-схема алгоритма численного решения интегрального уравнения (1.14),
(1.15)
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В рамках развития комплекса предложено введение трех дополнительных
блоков, реализующих метод средних прямоугольников, метод Рунге-Кутта
и метод Product Integration. Для каждого из методов разработаны соответ-
ствующие алгоритмы, включающие этапы дискретизации, вычисления коэф-
фициентов, разделения на случаи в зависимости от взаимного расположения
узлов сетки, решения систем уравнений и контроля точности. Алгоритмы
предусматривают итерационный процесс уточнения решения с возможностью
возврата к этапу введения сетки при недостаточной точности результатов.

3.3. Моделирование динамики переходных процессов крупной
энергетической системы

Моделирование динамики переходных процессов в крупных энергетиче-
ских системах требует применения современных математических методов,
способных учитывать нелинейные эффекты и взаимовлияние различных под-
систем. В данном исследовании используется подход, основанный на инте-
гральных моделях Вольтерра, который позволяет адекватно описывать слож-
ные динамические процессы, характерные для энергетических объектов.

Ключевыми этапами предлагаемой методологии являются: выбор тесто-
вых сигналов, обеспечивающих возбуждение всех значимых динамических
характеристик системы; идентификация ядер Вольтерра с использованием
специализированных алгоритмов; верификация полученных моделей на раз-
личных классах входных воздействий; оптимизация параметров моделей для
достижения требуемой точности.

Особое внимание уделяется сравнению различных подходов к иденти-
фикации ядер Вольтерра, так как от выбора методики идентификации су-
щественно зависят точность и область применимости получаемых моделей.
В частности, рассматривается влияние вида тестовых сигналов на качество
идентификации и последующее поведение модели при работе с реальными
возмущениями.
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3.3.1. Сравнение подходов к идентификации ядер Вольтерра для
квадратичной модели

Рассмотрим квадратичную модель, содержащую линейную нестационар-
ную составляющую:

y(t) =

t∫
0

K1(t, s)x(s)ds+

t∫
0

t∫
0

K11(s1, s2)x(t− s1)x(t− s2)ds1ds2, t ∈ [0, T ].

(3.1)
Для идентификации ядер Вольтерра K1 (t, s) , 0 ≤ s ≤ t ≤ T , K11 (s1, s2) ,
0 ≤ s1, s2 ≤ t ≤ T , автор работы [18] использовал тестовые сигналы вида

x (t) ≡ xα1,2
ν (t) = α1,2 (e (t)− e (t− ν)) , 0 ≤ ν ≤ t ≤ T, (3.2)

где α1 6= α2 . Подстановка (3.2) в (3.1) приводит к следующей системе:

α1

ν∫
0

K1 (t, s) ds+ α2
1

t∫
t−ν

t∫
t−ν

K11 (s1, s2) ds1ds2 = yα1 (t, ν) , (3.3)

α2

ν∫
0

K1 (t, s) ds+ α2
2

t∫
t−ν

t∫
t−ν

K11 (s1, s2) ds1ds2 = yα2 (t, ν) , (3.4)

где α1 6= α2 , 0 ≤ ν ≤ t ≤ T , что подразумевает, что
ν∫

0

K1 (t, s) ds = f1(t, ν), (3.5)

t∫
t−ν

t∫
t−ν

K11(s1, s2)ds1ds2 = f2(t, ν), (3.6)

где

f1 (t, ν) =
α2

2y
α1 (t, ν)− α2

1y
α2 (t, ν)

α1α2 (α2 − α1)
, (3.7)

f2 (t, ν) =
α1y

α2 (t, ν)− α2y
α1 (t, ν)

α1α2 (α2 − α1)
. (3.8)

Проведем процедуру идентификации ядра Вольтерра K11 (s1, s2) , сим-
метричного относительно переменных s1, s2 , используя уравнения (1.25) и
(3.8). Тогда задача идентификации K1 (t, s) из (3.1) сводится к решению

t∫
0

K1 (t, s)x (s) ds = q (t) , (3.9)
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q (t) = y (t)−
t∫

0

t∫
0

K11 (s1, s2)x (t− s1)x (t− s2) ds1ds2, (3.10)

где K11 (s1, s2) заданы. Применяя тестовые сигналы (1.6) в дополнение к
(3.2), получаем уравнения (3.9), (3.10), что можно представить в виде (1.7).
Таким образом, получаем

q (t, ν) = g (t, ν)−
t∫

t−ν

t∫
t−ν

K11 (s1, s2)
t− s1

ν

t− s2

ν
ds1ds2−

−2

t∫
t−ν

ds1

t−ν∫
0

K11 (s1, s2)
t− s2

ν
ds2 −

t−ν∫
0

t−ν∫
0

K11 (s1, s2) ds1ds2.

Здесь функция g (t, ν) представляет собой отклик динамической системы на
входное воздействие (1.6) при 0 ≤ ν ≤ t ≤ T . Таким образом, для определе-
ния ядра K1 (t, s) была получена формула (1.8).

Сравним эффект использования тестовых сигналов (1.6) и (3.2) при по-
строении интегральной модели (3.1).

В представленном ниже примере показано, как использование тестовых
сигналов вида (1.6) позволяет повысить точность моделирования. Далее рас-
смотрим пример.

Пример 7. Пусть эталонная динамическая система представлена куби-
ческим полиномом Вольтерра с ядрами K1 = 1 , K11 = 1

2 , K111 = 1
3 , так

что

yet (t) =

t∫
0

x (s) ds+
1

2

 t∫
0

x (s) ds

2

+
1

3

 t∫
0

x (s) ds

3

. (3.11)

Алгоритм построения полиномов Вольтерра второго и третьего поряд-
ков с использованием кусочно-постоянных сигналов вида (3.2) был успешно
применён к системам разной физической природы. В их число вошли: мо-
дель (3.11), элемент теплообменного аппарата и ветроэнергетическая уста-
новка [53]. Отметим, что (3.11) представляет собой частичную сумму ряда
для функции (1.43).

Данная функция успешно используется при исследовании областей при-
менимости алгоритмов идентификации для квадратичных и кубических по-
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линомов Вольтерра [53; 155]. Применим процедуру восстановления ядер с ис-
пользованием тестовых сигналов (3.2) с амплитудами α1 = −α2 = α > 0 . В
результате вместо выражения (3.1) получаем:

y1 (t) =

t∫
0

(
1 +

α2

2
s2

)
x (s) ds+

1

2

 t∫
0

x (t− s) ds

2

, (3.12)

где ядра Вольтерра были восстановлены с использованием уравнений (1.20)
и (1.25) соответственно.

Объединенная модель (3.1) с добавлением к (3.2) тестовых сигналов (1.6)
с амплитудой α для идентификации K1 (t, s) имеет вид

y2 (t) =

t∫
0

(
1 + α2

(
1

4
s2 − 3

4
ts+

1

2
t2
))

x (s) ds+
1

2

 t∫
0

x (t− s) ds

2

,

(3.13)
где идентификация ядра была выполнена с использованием уравнений (1.8)
и (1.25) соответственно. На сигналах

xβ (t) =
t

β
, (3.14)

где β = 0,01kα , k = 1, B (B – отклонение от начального значения в % ),
модель (3.12) дает остаток

n1 (t) = yβet(t)− y
β
1 (t) =

t6

48β3
− α2t4

8β
,

а модель (3.13) дает остаток

n2 (t) = yβet(t)− y
β
2 (t) =

t6

48β3
− α2t4

16β
,

где yβet – отклик (3.11) на сигнал (3.14).
Приведем алгоритм построения полинома (3.1) для моделирования от-

клика динамической системы, представленной в виде (3.11).
Шаг 1. Расчет значений yαet(t, ν) и y−αet (t, ν) с помощью подстановки (3.2)

с амплитудой α1 = −α2 = α > 0 в правую часть (3.11).
Шаг 2. Расчет по (3.8) значений правой части интегрального уравнения

(3.6).
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Шаг 3. Применение уравнения (1.25) для определения K11 (s1, s2) , 0 ≤
s1, s2 ≤ T .

Шаг 4. Расчет значений yαet(t, ν) с помощью подстановки (1.6) с ампли-
тудой α в правую часть (3.11).

Шаг 5. Расчет правой части (1.7) q(t, ν) , где K11 (s1, s2) и q(t, ν) ≡
yαet(t, ν) получены на предыдущих шагах 3 и 4 соответственно.

Шаг 6. Применение уравнения (1.8) для определения K1(t, ν) , 0 ≤ ν ≤
t ≤ T .

Шаг 7. Подстановка ядер K11 (s1, s2) и K1(t, ν) , полученных на шагах 3
и 6 соответственно, в правую часть (3.1). Это приводит к (3.13).

Точность моделирования y1(t) сравнивалась с откликом y2(t) . В каче-
стве критерия точности моделирования было выбрано значение коэффици-
ента средней абсолютной ошибки:

MAEr(t) =
1

B

B∑
β=1

|nr(t)| , r = 1, 2, t ∈ [0, 15].

На Рисунке 3.5 черным цветом показаны области выполнения неравен-
ства MAE2(t) < MAE1(t) при B = 10, 25, 40 с точностью δ = 10−2 .

(a) (b) (c)

Рисунок 3.5 – Области выполнения неравенства MAE2(t) < MAE1(t) при (a) B = 10 ,
(b) B = 25 и (с) B = 40

Вычислительный эксперимент показал, что области эффективности ин-
тегральных моделей (3.12) и (3.13) зависят от длины отрезка T , амплитуды
тестовых сигналов α , используемых для идентификации ядер Вольтерра, и
точности вычислений δ .
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В работе [101] отмечена методическая роль модели, отклики которой
формируются с помощью (1.43). Было показано, что области применимости
квадратичных отрезков ряда Вольтерра, ядра которых построены на осно-
ве откликов математической динамической системы (1.43) и имитационной
модели элемента теплообменной установки (1.54), пересекаются. Идентифи-
кация полиномов Вольтерра проводилась с помощью кусочно-постоянных те-
стовых сигналов длительностью ν (3.2). Переходя далее к сравнению обла-
стей применимости интегральной модели, построенной с помощью предлага-
емого в диссертации подхода на основе кусочно-постоянных тестовых сигна-
лов, выберем в качестве пробного входного сигнала ∆D(t) возмущение вида
(3.14), ∆Q(t) = 0 . Проведем анализ выполнимости неравенства MAE2(t) <

MAE1(t) применительно к полиномам, ядра Вольтерра в которых восстанов-
лены на основе кусочно-постоянных и кусочно-линейных тестовых сигналов.
Результаты вычислительного эксперимента представлены на Рисунке 3.6, где
цифрой 1 отмечена область выполнения неравенства MAE2(t) < MAE1(t)

с использованием откликов имитационной модели (1.54), а цифрой 2 – с ис-
пользованием откликов (1.43). На рисунке приняты следующие обозначения:
α – амплитуда (% ), t ∈ [0, T ], T – длительность интервала (с).

Рисунок 3.6 – Области эффективности интегральных моделей (1.54) и (1.43) при B = 10

Эксперименты показали, что при тестовых сигналах кусочно-линейного
вида (1.6), где фронт нарастания менее 10% от длины исследуемого интер-
вала, эффективно использовать кусочно-постоянные тестовые сигналы вида
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(3.2). Данный результат в части учета тестового сигнала ступенчатого вида
согласуется с рекомендациями специалистов в теплоэнергетике, в частности
в работе [81].

Таким образом, в данном пункте проведено сравнение двух подходов к
идентификации ядер Вольтерра для квадратичной модели. Первый подход
основан на использовании тестовых сигналов вида ступенчатых функций с
различными амплитудами. Второй подход дополнен тестовыми сигналами
кусочно-линейного типа, что привело к уточнению выражения для линей-
ного ядра в полиноме Вольтерра. Разработан алгоритм построения квадра-
тичной модели, включающий алгоритм идентификации ядер и верификацию
результатов. Проведен вычислительный эксперимент, демонстрирующий за-
висимость точности моделей в виде комбинированных квадратичных поли-
номов Вольтерра от параметров идентификации.

3.3.2. Оптимизация амплитуд входных возмущений и оценка
точности моделей

После анализа откликов моделей на различные входные возмущения важ-
но рассмотреть, как изменения амплитуды влияют на точность моделей. В
частности, мы сосредоточимся на погрешностях, возникающих при отклоне-
нии амплитуды от стационарного значения. Это позволит лучше понять, как
различные параметры, такие как расход воды и пара, влияют на динамику
системы.

Далее обратимся к объекту, описанному в пункте 1.5.2. Построение мо-
делей осуществлялось опираясь на амплитуды входных сигналов.

Модели настраивались на амплитуды, которые составляли 30% от ста-
ционарного значения как для случая с расходом воды, так и с расходом пара.
На Рисунках 3.7, 3.8 изображены отклики интегральной и эталонной моделей
для сигнала вида

x(t) = µ(e(t)− 2e(t− 32)), (3.15)

где µ – амплитуда сигнала.
Буквенное разбиение Рисунков 3.7, 3.8 соответствуют пояснениям к Ри-

сунку 1.5. На рисунках сплошной линией обозначен отклик эталонной моде-
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а) б) в)

Рисунок 3.7 – Графики изменения давления а) температуры в конденсаторе, б) темпера-
туры в ПНД, в) при входном возмущении расхода пара

а) б) в)

Рисунок 3.8 – Графики изменения давления а) температуры в конденсаторе, б) темпера-
туры в ПНД, в) при входном возмущении расхода воды

ли, пунктирной – отклик интегральной модели. На них видно, что погреш-
ность во всех трех моделях имеет одинаковую структуру, в начале отрезка
погрешность близка к нулю, однако, по мере приближения к концу отрезка
погрешность нарастает. Максимальная погрешность для сигнала вида (3.15)
достигается на конце отрезка. Поэтому ограничимся всего двумя таблицами
для иллюстрации точности моделирования.

Для полученных моделей были построены таблицы погрешностей при
отклонении амплитуды от стационарного значения на 35% (Таблицы 3.1, 3.2).

Таблица 3.1 – Погрешность, возникающая при входном возмущении в виде изменения
расхода пара

εabs εotn

∆p 11,48Па 2,5%

∆t1 0,0085 ◦C 2,4%

∆t2 0,1737 ◦C 9,5%
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Таблица 3.2 – Погрешность, возникающая при входном возмущении в виде изменения
расхода воды

εabs εotn

∆p 12,76Па 7,2%

∆t1 0,085 ◦C 3,8%

∆t2 0,124 ◦C 12,4%

Здесь абсолютная и относительная погрешности определяются по фор-
мулам:

εabs = max
ti=[0,T ]

|yµet(ti)− y
α,µ
int (ti)| , (3.16)

εotn = max
ti=[0,T ]

∣∣∣∣yµet(ti)− yα,µint (ti)

yµet(ti)

∣∣∣∣ · 100%. (3.17)

В (3.16) и (3.17) yµet – отклик эталонный модели на сигнал (3.15), yα,µint –
отклик интегральной модели на сигнал (3.15) (α – амплитуда, на которую
настраивались модели).

Графики откликов моделей, представленные на рисунках, демонстриру-
ют адекватность построенных моделей в условиях заданных амплитудных
возмущений. Таблицы погрешностей показывают, что абсолютные и относи-
тельные погрешности остаются в приемлемых пределах, что свидетельствует
о надежности разработанных моделей.

Для повышения точности работы моделей была проведена оптимизация
амплитуд входных возмущений на этапе идентификации для случая, когда
на вход подается расход воды. По аналогии с [20] для входных сигналов вида

x(t) = βe(t), β ∈ [0, B], (3.18)

рассматривалась экстремальная задача следующего вида:

α̂ = arg min
α∈[0,B]

{
max
β∈[0,B]

|N(α, β)|
}
, (3.19)

где α – амплитуда квадратичной модели, β – произвольная амплитуда,
N(α, β) = max

ti∈[0,120]

(
yβet(ti)− y

α,β
int (ti)

)
– невязка эталонной и интегральной мо-

делей на возмущение (3.18). Вычисление невязки является принципиальным
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отличием от статьи [20], авторы рассматривают невязку на конце отрезка мо-
делирования. Однако для исследуемого случая оказывается, что необходимо
вычислять максимальную невязку на всем отрезке моделирования и макси-
мум не обязательно находится в конце отрезка. Такое вычисление невязки
позволяет получить специфический вид невязки, качественно совпадающий
с приведенным в [20]. И в силу этой специфики, будем искать решение (3.19)
методом перебора. Графическая интерпретация данного решения представ-
лена на Рисунке 3.9.

Рисунок 3.9 – График модуля невязки для модели динамики давления

Аналогичным образом были определены оптимальные значения ампли-
туд для температур воды соответственно в конденсаторе и ПНД для первого
случая. Оценки данных параметров представлены в Таблице 3.3.

Таблица 3.3 – Оптимальные значения амплитуд для моделей динамики давления и дина-
мики температур в конденсаторе и ПНД соответственно

α̂p 0,86B

α̂t1 0,86B

α̂t2 0,87B

Из таблицы видно, что полученные значения во всех трех случаях укла-
дываются в диапазон 0,75B – 0,9B , представленный в работе [20].

Далее определим границы точности интегральной модели в зависимости
от величины возмущающего воздействия. В качестве допустимых входных
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воздействий выберем возмущения вида

∆Dw1
= βe(t), (3.20)

∆Dw2
= −βe(t), (3.21)

где β ∈ [0; 0,45] . Были определены допустимые входные возмущения с от-
носительной погрешностью, определяемой формулой (3.17). Ниже приведена
таблица для допустимых значений β ≤ β ≤ β̄ с погрешностью εotn ≤ εmax

для давления (Таблица 3.4).

Таблица 3.4 – Допустимые значения β для давления

εmax,%

Допустимые значения

β для (3.20), %

Допустимые значения

β для (3.21), %

β β β β

[−10,−8) 5 10 5 14

[−8,−4) 11 22 15 22

[−4, 0] 23 30 23 30

[0, 4] 30 35 30 35

(4, 8] 36 40 36 40

(8, 10] 41 44 41 43

Как можно заметить, наибольшая погрешность в данном случае достига-
ется в начале и в конце отрезка β ∈ [0; 0,45] , а наименьшая – при приближе-
нии к значениям амплитуд, на которых восстанавливались ядра Вольтерра.
Данная тенденция наблюдается в случае моделей, описывающих температу-
ры в конденсаторе и ПНД.

Таким образом, для участка пароводяного тракта выполнена оптими-
зация амплитуд входных возмущений при решении задачи идентификации,
для которой были определены оптимальные значения амплитуд в диапазоне
0,86B –0,87B . Установлены границы точности интегральной модели в зави-
симости от величины возмущающего воздействия, показано, что минималь-
ная погрешность достигается при значениях амплитуд, близких к исполь-
зуемым при идентификации. Полученные оптимальные диапазоны амплитуд
согласуются с данными натурных экспериментов, что подтверждает адекват-
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ность проведённого моделирования и практическую применимость разрабо-
танной методики.

3.4. Выводы к третьей главе

В третьей главе проведен обзор современных программно-вычислитель-
ных комплексов для моделирования динамических систем, включая систе-
мы компьютерной математики, специализированные пакеты и универсаль-
ные среды визуального моделирования. Разработаны и модифицированы ал-
горитмы численного решения интегральных уравнений Вольтерра на основе
методов средних прямоугольников, Рунге-Кутта и Product Integration для
разного типа ядер, что расширило функциональные возможности ПВК «Ди-
намика». Представлены блок-схемы алгоритмов, отражающие ключевые эта-
пы вычислений. Проведена апробация методов на задаче моделирования ди-
намики энергетической системы, включая идентификацию ядер Вольтерра и
анализ точности моделей при различных входных воздействиях.

Выполнено сравнение двух подходов к решению задачи идентификации
ядер Вольтерра для квадратичной модели. Первый использует тестовые сиг-
налы кусочно-постоянного типа, второй – тестовые сигналы кусочно-линейного
типа, что уточнило вклад линейного слагаемого в общий отклик модели. На
примере эталонной системы показано, что при коротком фронте нараста-
ния эффективны кусочно-постоянные сигналы, что согласуется с практикой
в теплоэнергетике.

Для энергетического объекта проведена оптимизация амплитуды тесто-
вых воздействий. Установлено, что точность модели максимальна при ампли-
тудах в диапазоне 0,86B –0,87B . Точность модели снижается при отклонении
возмущающих воздействий от этого оптимального значения.

Результаты данной главы опубликованы в работах [8; 127; 129].
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Заключение

Ключевые результаты, представленные в диссертационной работе, явля-
ются оригинальными и обладают как теоретической, так и практической зна-
чимостью. В качестве основных результатов можно выделить следующие:

1. Разработан и теоретически обоснован новый подход к математическо-
му моделированию нестационарной динамики сложных технических объек-
тов. Подход основан на получении решения разностных аналогов для новых
классов интегральных уравнений Вольтерра I рода с двумя переменными
пределами интегрирования. Доказаны теоремы о разрешимости соответству-
ющих СЛАУ. Исследована сходимость разработанных устойчивых численных
методов.

2. Предложены и исследованы модифицированные методы приближенно-
го решения многомерных уравнений Вольтерра I рода, позволяющие иденти-
фицировать несимметричные ядра с учетом запаздывания измерений вход-
ных сигналов. Данный подход был осуществлен с использованием модифи-
цированного метода шагов.

3. Проведено исследование задачи восстановления векторного входного
сигнала динамических объектов, описываемых нелинейными системами инте-
гральных уравнений Вольтерра I рода с откликом, имеющим единый физи-
ческий смысл. Доказаны теоремы разрешимости выделенных типов систем
интегральных уравнений Вольтерра I рода с учетом размерности отклика
динамического объекта. Для повышения устойчивости к погрешностям изме-
рений применен фильтр на основе СКС, что позволило снизить погрешность
восстановления входных сигналов на 3–5% , а выходных – на 5–8% .

4. Создано и апробировано программное обеспечение, реализующее раз-
работанные алгоритмы в виде модулей для ПВК «Динамика». Проведенный
анализ областей применимости и вычислительные эксперименты на реальных
данных Назаровской ГРЭС позволили выделить оптимальные параметры ис-
пользования методов (например, оптимальный шаг сетки, найденный мето-
дом Фибоначчи, и диапазон амплитуд тестовых воздействий для улучшения
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точности модели).
5. Проведена апробация разработанных методик и программного обес-

печения в задаче моделирования нелинейной динамики теплотехнического
оборудования. Показана эффективность предложенного подхода для моде-
лирования динамики изменения энтальпии, температуры и давления в па-
роводяном тракте крупного энергетического объекта. Сравнительный ана-
лиз двух подходов (с кусочно-постоянными и кусочно-линейными тестовыми
сигналами) позволил дать рекомендации по их применению в зависимости от
характера входных воздействий.
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Перечень сокращений и обозначений

t – текущее время (с);
ν – временной параметр (с);
z – осевая координата (м);
q – тепловая нагрузка (кВт/м);
g – масса (кг/м);
h – поверхность теплообмена (м);
i∗ – энтальпия (кДж/кг);
tВ , θ – температура потока и стенки (К);
c – удельная теплоемкость (кДж/(кг·К));
κ – коэффициент теплопередачи (кВт/(м 2 ·К));
Q – полная тепловая нагрузка (кВт);
G – полная масса (кг);
H – полная поверхность теплообмена (м 2 );
D – расход вещества (кг/с);
l – длина рассматриваемого участка (м);
p – давление (Н/м 2 );
t – температура;
Д – термический деаэратор;
ПЭН – система питательных электронасосов;
ППК-1, ППК-2 – прямоточные паровые котлы;
ЦВД – цилиндр высокого давления;
ЦСД – цилиндр среднего давления;
ЦНД – цилиндр низкого давления;
БС – бойлерная система;
К – конденсатор;
КЭН – система конденсатных электронасосов;
ПНД – подогреватели низкого давления;
ПВД – подогреватели высокого давления.
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Приложение А. Свидетельства о государственной регистрации

программ для ЭВМ

Рисунок А.1 – Свидетельство №2020617244. Численное решение двумерного
интегрального уравнения Вольтерра I рода относительно несимметричного
ядра методом Рунге-Кутта (программное обеспечение разрабатывалось

лично)
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Рисунок А.2 – Свидетельство №2022618264. Численное решение
одномерного интегрального уравнения в задаче идентификации ядер
Вольтерра на базе кусочно-линейных тестовых сигналов (программное

обеспечение разрабатывалось лично)
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Рисунок А.3 – Свидетельство №2022682577. Непараметрическая
идентификация линейных стационарных динамических систем при

прямоугольном входном сигнале (личный вклад: реализация и верификация
программного кода для случая с точно заданными данными)
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Приложение Б. Документы о практическом использовании

результатов диссертационного исследования


